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1 Uvod

Zobecnéné linearni modely nachédzeji §iroké uplatnéni v pojistovnictvi, napiiklad pfi
sazbovani a rezervovani v nezivotnim pojisténi nebo pii podpote obchodu!. Logis-
tickd regrese se vyuzivd k modelovani pravdépodobnosti sledovaného jevu, napft.
pojistné udélosti, storna smlouvy, ndkupu (pfi)pojisténi. Pomoci Poissonovské re-
grese muzeme modelovat o¢ekavany pocet pojistnych udéalosti béhem urcitého obdobi,
resp. Skodni frekvenci. Gamma regrese je pak vhodnd pro odhad o¢ekavané vyse vy-
placenych skod z pojistné udélosti, doby do storna, doby do (nésledujici) pojistné
udalosti apod.

Zobecnéné linedrni modely by mély patiit mezi zdkladni znalosti absolventa magis-
terského oboru Finanéni a pojistnd matematika na Matematicko-fyzikalni fakulté
Univerzity Karlovy v Praze. Text predklada zdkladni poznatky, které jsou nutné pro
pochopeni zobecnénych linedrnich modelt, predev§im s ohledem na volbu vhodného
modelu, metody a vypocetni narotnost odhadu parametri a interpretaci vysledkua,
vie s pfihlédnutim na éetné aplikace v pojisfovnictvi zminéné vyse. Cilem textu tedy
neni poskytnout hluboky pohled do teorie, ta je ¢asto pouze naznacena s prisluSnym
odkazem do odborné literatury.

Pted vznikem pfedmétu pro vyse zminény obor bude prednaska o zobecnénych
linedarnich modelech soucasti vzdélavaci ¢asti cyklu v rdmci Semindie z aktudrskych
véd?, ktery se kond jiz tradiéné od 8:10 kazdy pétek v semestru na matfyzu®.

Na zavér poznamenejme, zZe text bude dale rozsifovan a aktudlni verze bude do-
stupnd na webu autora, ktery bude vdéény za jakékoliv naméty a pripominky.

'Modely mohou slouzit k navyseni prodeje produkti (up-selling) nebo prodeji dalsich produktu
stavajicim zdkaznikiim pojisfovny (cross-selling).

2Program je dostupny na www.actuaria.cz

3Na adrese Sokolovské 83, Praha 8, v u¢ebné K1.



2 Data

Zobecnéné linedrni modely byvaji budovany na datech, které jsou ziskany z rozsahlych

databézi pojistovny. Vyuzivaji se napiiklad v data-miningu, ktery se zabyv4 ziskdvanim

netrividlnich skrytych a potencidlné uzitetnych informaci z dat. Proto se nejprve bu-
deme vénovat pravé datiim a zaméfime se na tipravu hrubych dat do podoby vhodné
pro praci s regresnimi modely.

V tomto textu vyuzivame nasledujici znaceni:

e Zavisle proménna (odezva): Y7 = (Y1,...,Y,), napi. pocet pojistnych udélosti
v daném obdobi, vySe vyplacené skody, ptfiznak storna.

e Nezavisle proménné (prediktory, regresory): ozna¢ime-li i-té pozorovani nezavisle

proménnych x! = (X;1,. .., Xi), mizeme n pozorovani sefadit do matice
X1 oo, Xim
X = : :
an R Xnm

Predpokladame, ze matice ma plnou sloupcovou hodnost. Proménné dale
klasifikujeme na

— kvantitativni - napt. vék, pocet aktivnich smluv, pocet najetych kilo-
metriu a dalsi. Casto jsou kategorizovany kvuli nevhodnému rozdéleni, od-
lehlym pozorovanim nebo nelinearité vztahu mezi nimi a zévisle proménnou.

— kvalitativni (kategoridlni) - kédovéany pomoci 0-1 “dummy” proménnych,
napft. pohlavi, region (kraj, okres) a dalsi.

V databazi mame, piipadné nad databézi vytvoiime, data ve struktuie uvedené v
nasledujici tabulce, kde kazdy fadek predstavuje jednu pojistnou smlouvu v urcitém
obdobi, naptiklad jednom roce. Zavisle proménnou je pro nas pocet skod na smlouveé
za jeden rok. Jako vysvétlujici proménné slouzi napiiklad pohlavi pojistnika, pocet
obyvatel zijicich v misté bydlisté pojistnika a jeho vék k datu poc¢atku obdobi:

Y H Data
Pocet skod || Pohlavi | Pocet obyvatel Veék
(v letech)
2 muz 15 423 21
0 muz 1205 321 44
1 zena 20 893 35
0 zena 580 51

Z kategoridlnich proménnych obvykle vytvafime bindrni (0-1, dummy) proménné,
kde kazdd proménnd odpovida jedné kategorii puvodni kategorialni proménné. Soft-
warové baliky jsou obvykle schopny vytvofit dummy proménné automaticky pii
oznaceni puvodnich proménnych jako kategorialnich. Velikost mista bydlisté je kate-
gorizovana na zakladé jednoduchého pravidla. V redlnych aplikacich se casto vyuziva



optimalni kategorizace* vytvofend pomoci vhodnych metod.

Y H Data
Pocet skod Pohlavi Region Vek
zena muz | velkd mald  venkov | (v letech)
meésta mesta

2 0 1 0 1 0 21
0 0 1 1 0 0 44
1 1 0 0 1 0 35
0 1 0 0 0 1 51

Je-li pfidan absolutni ¢len, je z kazdé kategorialni proménné odebréna jedna
dummy proménna, jiz odpovidajici kategorie slouzi potom jako referen¢ni. Vysledek
je zobrazen v tabulce, ktera predstavuje data vhodnd pro odhad regresniho modelu.

Y | X
Pocet skod || Abs.élen | Pohlavi Region Vék
zena velkd  mald | (v letech)
meésta mesta

2 1 0 0 1 21
0 1 0 1 0 44
1 1 1 0 1 35
0 1 1 0 0 51

2.1 Chybéjici a chybné hodnoty v datech

Pii praci s redlnymi daty je potfeba vénovat pozornost chybéjicim a chybnym hod-
notam. Priklad chybnych hodnot je uveden v nasledujici tabulce:

Y H Data
Pocet skod || Pohlavi | Pocet obyvatel Veék
(v letech)
2 muz 15 423 21
-1 muz, 1205 321 44
1 7€eZ 20 893 138
0 zena -112 o1

Chybéjici hodnoty jsou obvykle v ndhledu dat reprezentovany specidlnim zna-
kem®, pifpadné prazdnym mistem®:

4Optimal binning.

Zde u numerickych proménnych teckou.
50bvykle u textovych fetézcu.



Y H Data
Pocet skod || Pohlavi | Pocet obyvatel Veék
(v letech)
2 muz 15 423 21
. muz 1205 321 44
1 20 893 .
0 zena . 51

Bez oSetteni by po kategorizaci vznikla nasledujici data:

Y | X
Pocet skod || Abs.¢len | Pohlavi Region Veék
zena velkd  mald | (v letech)
meésta mesta

2 1 0 0 1 21

. 1 0 1 0 44

1 1 . 0 1 :

0 1 1 51

S chybéjicimi a chybnymi hodnotami pracujeme dle jejich vyskytu:

e V zavisle proménné - pozorovani obvykle vypadnou z odhadu modelu, je
v8ak mozné dopocitat oéekdvanou odezvu.

e V nezavisle proménnych

— Kvantitativni - nahrazeni chybéjicich hodnot, napf. prumérem nebo po-

moci sofistikovanéjsich metod”.

— Kvalitativni (kategoridlni) - vytvoreni specidlni kategorie.

Pouzitim uvedenych metod jsme zavedly specidlni kategorii pro chybéjici informaci o

poctu obyvatel a nahradili chybéjici vék prumérnym vékem klientu:

Y | X
Pocet skod || Abs.¢len | Pohlavi Region Veék
zena velkd  mald missing | (v letech)
meésta mesta
2 1 0 0 1 0 21
. 1 0 1 0 0 44
1 1 1 0 1 0 38.43
0 1 1 0 0 1 51

"Klasifika¢ni nebo regresni stromy apod.




3 Linearni regrese

V této céasti velice struéné shrneme zakladni poznatky o modelu linearni regrese,
ktery zobecnéné linearni modely zahrnuji jako specialni pfipad. Linearni regrese vsak
obvykle nebyva vhodnd pro aplikace v pojistovnictvi. Vice o modelu je mozné se
docist ve Zvara (2008).

Model linedrni regrese miizeme zapsat ve tvaru
m
Y; :ZXiij+5ia 1=1,...,n,
j=1
kde predpokldddme
1. chyby (disturbance) e; jsou nezavislé,
2.]Ekd :(l
3. rezidudlni rozptyl vare; = 02 > 0.
Casto se vyuzivé maticovy zapis pomoci symboli zavedenych v predeslé ¢ésti
Y = X3 + ¢

kde BT = (B1,...,Bm) a €l = (e1,...,en).
Odhad parametru 8 probihéd nejcastéji metodou nejmensich ¢tvercu (LS), kdyz
za, predpokladu plné sloupcové hodnosti X dostavame

n m
Ry @-_I(Yi_;X“W

= arg min (Y — X73)T(Y - X73)
BER™
= (XTx)"'(xTY).
Odhad téz splnuje soustavu normélnich rovnic
XT"Xp=XTY

a je nestranny, tj. Ef = f, s rozptylem var = o?(XTX)~!. Vyrovnané hodnoty
spoc¢teme pomoci vztahu

Y = X3 =XX"X)"'xXTy

a rezidua jako
u=Y-Y=(1I-XX'X) XY,

kde I je jednotkova matice rozméru n X n. Nestranny odhad rezidudlniho rozptylu
o2 ziskdme poté pomoci vztahu:

n—m’

Za piedpokladu normality ; ~ N(0, o?) navic plati Y ~ N, (X8, 0%1)
a B~ Ny (B, 0*(XTX) 7).



3.1 Aitkeniv model a vazené nejmensi ¢tverce

V této ¢asti struéné popiseme model linearni regrese s porusenym piedpokladem na
rozptyl, tzv. Aitkentiv model. Necht pro rozptyl chyb plat{

var e = Wa?2,

kde W je obecnd pozitivné definitni matice, tj. chyby nemusi byt nezavislé se stejnym
rozptylem. Pomoci rozkladu W—! = CT'C, kde C je regularni odmocninové matice,
prepiSeme model do tvaru

CY = CXj3 + Ce,

ktery jiz odpovida piredeslému modelu linearni regrese s nezavislymi chybami. Odhad
B je v tomto piipadé feSenim soustavy normaélnich rovnic

XTWIxXp=XTwly.
Tedy dostaneme odhad parametru
f=X"WIX)'XTWy,
kde 3 ~ (8, 02(XTW~1X)~1). S analogickym vztahem se setkdme pii odhadu para-

metru v zobecnénych linedrnich modelech. Dalsi odhady a statistiky ziskdme analo-
gicky jako v modelu bez poruseného predpokladu na rozptyl chyb.



4 Zobecnéné linearni modely

Zobecnéné linedrni modely jsou definovany pomoci tii stavebnich elementu:
1) Zavisle proménns Y; mé rozdéleni z exponencidlni rodiny s hustotou®

a(9)

pro znamé funkce a, b, ¢, nezndmy kanonicky parametr 6; zavisejici na pozo-
rovani a nezndmy disperzni parametr ¢ spoleény pro cely model.

F(y:05,6) = exp{ ey, ¢>} L yeR 0

2) Linearni prediktor vznikd jako linedrni kombinace
m
ni=Y XiB=x] B, (2)
j=1
kde f8; jsou nezndmé parametry a X;; jsou zndmé hodnoty regresort.

3) Striktné monoténni a dvakrat diferencovatelna linkova funkce propojujici stiedni
hodnotu zavisle proménné a linedrni prediktor:

E[Yi] = pi = g~ " (m)- (3)
Pti budovani modelu a odvozovani teoretickych vysledki se vyuzivaji néasledujici
predpoklady:
e Rozdéleni Y; zavisi na x;.
e Pozorovani (Y;, x;) jsou nezavislé ndhodné vektory nebo Y; jsou nezavislé nahodné

veli¢iny a x; jsou méfené konstanty. My budeme nadéle uvazovat druhy piipad.

4.1 Rodina exponencialnich rozdéleni

Obecny tvar hustoty rozdéleni z exponencidlni rodiny muzeme zapsat jako

T(2)A(€) + B(E)
a(¢)

s disperznim parametrem ¢ a parametrem polohy £. Kanonicky tvar hustoty do-
staneme, polozime-li y = T'(z), 6 = A(§)

Fa60) =ew +OG0))

yo — b(0)
a(9)

kde § € R, a(¢) € (0,00) a a: R, — R,. Casto se vyuziva nasledujici prepis pomoci
a(¢) = ¢ € (0,00)

f(y:0.9) zexp{ +C(y,¢)},

f(y;0,¢) =eXp{y0_;(9)

Felo)}-

8Uvédime jednu z parametrizaci, dalsi popiseme déle v textu.



Pozn. Pii studiu ruznych zdroju je nutné vénovat pozornost pouzité parametri-
zaci. V literatufe se bézné objevuji ruzné parametrizace, napiiklad pro znamé funkce
a, b, ¢, a neznamé parametry 0, ¢:

y0 —b(0)
a(¢)

Tento tvar vyuzivaji v knize de Jong a Heller (2008), my jej nebudeme déle uvazovat.

f(y;0,9) = exp{ } - &(y, @)

Pro ndhodnou veli¢inu Y pattici do rodiny exponencidlnich rozdéleni plati: Je-li
b dvakrat spojité diferencovatelna, potom

EY] = v(0),
var(Y) = a(6)b"(6) = ¢b"(6).

Pro parcidlni derivaci hustoty podle parametru 6 totiz plati

of (y; 0, ¢)
00

y—v(9)
a(9)

integraci obou stran podle y dostaneme (za predpokladu, ze je mozné zaménit poradi
derivace a integralu)

= f(y:0,0) ==~

. / 2:0.9),
= o [ w000y
~ EY -b/(9)
a(¢)
Pro druhou parcialni derivaci hustoty plati

Pfly;0,9) —V(0)\* ()
o W 9@< a) ) a®)

integraci obou stran podle y dostaneme (za predpokladu, ze je mozné zaménit poradi
derivace a integralu)

[ O*f(y;6,9)
0= /<wz@

= 892/f Y 7¢
)2] _ Y

(a(¢>))2 a(¢)

Obecny dikaz je mozné provést pomoci momentové vytvorujici funkee.
Pomoci rozptylové funkce definované jako

V(1) = 6"[(6) 7 ()]




muzeme vztah pro rozptyl prepsat jako

var(Y) = a(@)V(p) = oV ().

Rozptylova funkce tedy vyjadiuje vztah mezi sttedni hodnotou a rozptylem. Zaroven
jednoznaéné identifikuje rozdéleni z exponencialni rodiny.
Rodina exponencidlnich rozdéleni zahrnuje:

e Normalni, gamma, inverzni Gaussovo, Poissonovo, alternativni,
e Chi-kvadrat, exponencidlni, binomické, geometrické, multinomické, beta,
e se znamym parametrem: Weibullovo, negativné binomické, Paretovo.

V nasledujicich ¢astech podrobné probereme jednotlivé ¢leny z prvni uvedené skupiny
rozdéleni.

4.1.1 Normalni rozdéleni

Znacime Y ~ N(p,0?): Pro y € R mtzeme hustotu vyjadrit jako

, 1 (y — p)?
f(y7 :u'7 U) - 27_[_0_ eXp { 20_2
b(6)
2/ 2
yp —po/2 y 2
= 7 —log(2
exp § gt E U Clog(2na?) o
~—
® c(y,)

kde 0 = p, b(0) = p?/2 a ¢ = 0. Potom dostaneme
e EY =¥(0) = p,

e var(Y) = @b"(0) = o2, tj. rozptyl nezévisi na stiedni hodnoté V(u) = 1 (jako
jediné rozdéleni z exponencialni rozdéleni).

4.1.2 Gamma rozdéleni
Znacime Y ~ I'(a,p): Pro 0 < y < oo muzeme hustotu vyjadiit jako

fly;a,p) = Fcz;yplexp{—ay}

= exp{(p—1)logy — ay + ploga —logT'(p)}
— e {y(—a/p) +loga/p
1/p
+plogp —logT'(p) + (p — 1) logy}

kde 8 = —a/p, p = 1/p, b(0) = —log(—6). Potom dostaneme

e EY =¥ (0)=-1/0 =p/a=p,
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Obrazek 1: Hustoty N(0,1), N(0,2), N(0,4)
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Obrazek 2: Hustoty I'(2,2), I'(4,2), I'(6,2)

o var(Y) = @b"(0) = p/a® = u?/p, tj. rozptyl zavisi na sttedn{ hodnoté V(1) =
2
w2

Parametrizace v SASu je odlisnd Y ~ I'(u, v): Pro 0 < y < oo muzeme hustotu

vyjadrit jako
Y u,vV) = — ] &XPy—— >
L)y \ w I

kdea=v/pap=v, o=v ' var(Y) = u?/v




20 25 30

Obrazek 3: Hustoty IG(5,1), IG(5,5), IG(5,30)

4.1.3 Inverzni Gaussovo rozdéleni

Znacime Y ~ IG(pu, A): Pro 0 < y < oo muzeme hustotu vyjadiit jako

A ANy — u)?
flysm ) = \/;exp{_W}

exp {—Mf Ay A
= X —
2uty Py 2pPy
—212) +1 A
_ eXI3{@//( pe)+1/u

1 1
— — 4+ ~log A — = log 2my?
1/ oy T2 08T g8 ”y}’

1 1
+ Zlog A — = log 2my?
5 log A — 5 log y}

kde 0 = —1/(2u?), b(0) = —/—20 a = 1/\. Potom dostaneme
e EY =V(0) =1/v—20 = (=20)"Y/% = p,

e var(Y) = b’ (0) = (—20)3/2 /X = 1®/\, tj. rozptyl zévisi na stiedni hodnoté
V(p) = 1.

4.1.4 Poissonovo rozdéleni

Znacime Y ~ Po()\): Proy =0,1,2,... muzeme hustotu vyjadfit jako

MWeA
Hyd) = =
ylog A — A
= exp f—logy! )

kde 6 = log \, b(f) = ¢’ a ¢ = 1. Potom dostaneme
e EY =0/(0) = =\,

o var(Y) = b" () = e’ = \, tj. rozptyl zavisi na stiedni hodnoté V(1) = p.



Obrézek 4: Hustoty Po(3), Po(10), Po(20)

4.1.5 Alternativni rozdéleni

Znacime Y ~ Alt(p): Pro y € {0, 1} muzeme hustotu vyjadiit jako
flyip) = p'(1—p)'?

ylog £~ +log(1 —p
= exp{ 1p1 ( )-1-0 ,

kde 0 = log %p, b(#) = log(1 + €?) a ¢ = 1. Potom dostaneme

0

[ J EY = b/(e) - 1-‘:—69 - p,

e var(Y) = pb"(0) = p(1 — p), tj. rozptyl zdvisi na stfedni hodnote V(u) =
u(l = p).

4.2 Linkové funkce

V této casti uvadime nejcastéji pouzivané linkové funkce:
e identita: g(u) = p
e logaritmus: g(u) = log(u)

o logit: g(u) = log(p/(1 — p))

e probit: g(u) = @ 1(u), kde ® je distribuéni funkce standardniho normalniho
rozdéleni

o log-log: g(p) = —log(—log(n))
e komplementarni log-log: g(u) = log(—log(1 — u))

e mocninny: g(u) = pP pro p # 0 (pro p = 0 logaritmicky)



Obréazek 5: Porovnani inverzi linku: Logit (modrd), Probit (Gervend), kompl.
(oranzovéd), log-log (zelend)

Dulezitym pojmem piedevsim pro teorii je kanonicky link, ktery splituje g(u) =
6, tedy musi platit g(u) = (b') 71 (i) a také

QI(M) = W

V ¢ésti o odhadu parametri uvedeme zjednoduSeni vztaht pii uziti kanonického
linku. Soucasné softwarové baliky vSak umfi pracovat s libovolnym linkem bez omezeni
na kanonicky.

4.3 Prehled rozdéleni

V nasledujici tabulce uvadime pfehled rozdéleni z exponencidlni rodiny spolu s jejich
hlavnimi charakteristikami:



Rozdélent Hustota Disperze Kanonicky Stiedni Rozptylova
® link O()  hodnota p(f) funkce V()
(w—m)®
N(po?) e w2 o u 0 1
pe H 0
Po(p) o 1 log (k) e I
yv
L. v) H%y(%ﬁ e » ; ~ —3 p?
[ A 1 1 1 3
IG(p, ) Ga3€ Y 3 —32 ~5 M
0
Alt(p) pd (1 — )ty 1 log £ o p(l = p)

4.4 Srovnani regresnich modela

V této casti kratce srovname model linedrni regrese se zobecnénym linearnim mode-

lem.

Rozdéleni:

Zavislost:

Rozptyl:

Linearni regrese

Yi~ N(:U’la 02)
E[Yi] = x]

varY; = o2

Zobecnény linearni model

Yi ~ EF (0, )

varY; = oV (1)

Za predpokladu normality a identického linku, tj. g(n) = p, dostaneme linedrni re-

gresi jako specialni pripad zobecnéného linedrniho modelu.

4.5 Vazeni

Zobecnéné linearni modely umoznuji dva zpusoby vazeni, které jsou vhodné pro rizné

situace.

4.5.1 Offset

Offset je ¢len v linedrnim prediktoru s pevné danym koeficientem. V pojistovnictvi
obvykle slouzi jako korekce modelu s ohledem na expozici v riziku (pocet rizik, délka
platnosti smlouvy apod.). Napiiklad pro expozici n; i—tého fadku a logaritmicky link
polozime linearni prediktor roven

ni = Inn; + x;0,

kde Inn; slouzi jako offset. Dostaneme tedy

. /
i = el =n;- eXiB.



4.5.2 Vahy pozorovani

Pfi zahrnuti apriornich vah pozorovani w, kdy v parametrizaci poklddame a(¢) =
©/w, plati

E[Y] = v(9),
arty) = O _HO)

Pomoci rozptylové funkce muzeme vztah pro rozptyl prepsat

a(@)V() _ V)

var(Y) = ” ”

Tyto véhy jsou vyuzivdny pii modelovani prumérné vyse skody (w = pocet skod)
nebo skodni frekvence (w = délka expozice).

4.6 Odhad parametru

4.6.1 Metoda maximalni vérohodnosti

Nadale predpokladdame, ze mé zavisle proménnd Y; rozdéleni s hustotou f(y;6;, ¢),
kterd zavisi na prediktorech a neznamych koeficientech 3 skrze vztah 6; = (V') 71(g~1(x}3)).
Vérohodnostni funkce je pak pro nezavisla pozorovani definovana jako

L(Y; 8, ¢) Hf (Yi; 0:, 0
Obvykle pracujeme s logaritmickou vérohodnostni funkci
I(Y;8,¢ Zlog (Yis 60, 9)),

kterou je mozné diky obecnému tvaru hustoty déle prepsat

" Y0, — b(6;
I(Y;8,¢) = Z@() +c(Yi, ¢).
=1

Prakticky odhad parametru je zalozen na derivacich logaritmické vérohodnostni
funkce. V neobecnéjsi formé muzeme parcidlni derivaci prvniho fadu dle parametru
Bj vyjadrit jako

Z af 86; du; i 2”: (Y — ) X5

35] 06; Op: 0m; 05, — g'(u)pV ()’

kde jsme vyuzili

of  _ Yi=V(0)  Yi—p

a0; e ¢

0, 1 1

i V'(0:) V()

opi 1

om; 9 (i)’

O _ x,.

0p;



Poznamenejme, ze obecné plati V(p;) > 0 (nenulovost rozptylu) a ¢'(u;) > 0, coz
vyplyva z ryzi monotonie linkové funkce. Pro piehlednost uved me vztahy mezi pa-
rametry

n=x'p n =g p="0'(0)
g — 7 — U —> 0
=g 0= ()" (n)

Pro maximalizaci vérohodnostni funkce jsou vyuzivany nésledujici dvé iterac¢ni
metody?:

e Metoda iterativnich vazenych nejmensich ¢tverca
B0 — (XTWE-DX)1XTWk-Dzk-1),

kde W je vahovéa matice a Z je linearizovana odezva, které budou definovany
nize.

e Iteracni Newtonuv-Raphsonuv algoritmus
Bk = plk=1) _ (H(kfl))*lv(kfl)’
kde V znadci gradient logaritmické vérohodnostni funkce a H jeji Hessovu matici.

Detailnéjsi popis algoritmu je obsahem nésledujicich sekci.

4.6.2 Metoda iterativnich vazenych ¢tvercu

Zvolte pocateéni odhady jako ﬂgo) =Y; a pomoci nize uvedenych vztahu dopocteme

WO o ZO Pro k > 1 opakuj nasledujici kroky, dokud neni splnéno kritérium
konvergence Hﬁ(k) — B(kfl)H <eé&:
1. Spoéti novy odhad parametru
B(kﬁ) — (XTW(k_l)X)_IXTW(k_l)Z(k_l).
2. Spocti novy odhad vektoru stfednich hodnot

) = g1 (xT B,

3. Aktualizuj vahy W®*) a linearizovanou odezvu Z(*)

1
wk — diag ,
g/ (a)2v (@)

9Horn{ index k znaé{ iteraci.



Poznamenejme, ze neni tieba zndt odhad disperzniho parametru .

Pozn. V popsané metodé se vyuziva nésledujici tvar derivace vérohodnostni
funkce

Ol O~ (Vi — i) <0m>
8@ Zﬁm dB; ; oV () \08; /)"

Definujeme-li vahy
1

wlk) = G BV ()

pak muzeme parcidlni derivace zapsat jako

TBJ = *Z Mz (Y — Nl)Xij:O‘

Pokusime se vyjadrit vztah pro odhad koeficientu 5. Pro prehlednost je mozné vyuzit
maticovy zapis. Necht W = diag{([¢'(11:)]*V (1:)) "'}, G = diag{g'(u;)}, potom
dostaneme

XTWG(Y — p) =0.
K obéma strandm piicteme (XTWX)S = XTWg(u), tedy mame

XTWg(p) + G(Y — p)] = (XTWX)3,

a za predpokladu regularity matice (XTWX) ziskame vztah pro odhad parametru
splnujici
B =X"WX)"'X"Wz,

kde Z = g(p)+¢' (1) (Y — ) byvé nazyvano linearizovand odezva. Vsimnéte si podob-
nosti se vztahem pro odhad parametra v Aitkenové modelu linedrni regrese. Prestoze
vypadd i tento exaktné, neni mozné jej piimo vyuzit pro vypocet odhadu parametru,
nebot vektor Z a matice W zavisi na aktudlnim odhadu vektoru u a ten zdvisi na
odhadu parametru S. Je tedy nutné aplikovat iteraéni metodu uvedenou vyse.

Pozn. Pro kanonicky link dochazi ke zjednoduseni predeslych vztahu

1 1
w(p;) = TPV () Vi) = 7))
tedy
aaﬁlj - l Z(YL - ,Uz)ij — 07



4.6.3 Newtonuv-Raphsonuv algoritmus

Abychom mohli aplikovat Newtonuv-Raphsonuv algoritmus, je nutné spocist druhé
parcialni derivace logaritmické vérohodnostni funkce:

9 < > Z <Y 1) z")auiam
9B \9P; Opi \ g’ (1i)eV (ni) ) Omi 0By’

kde
9 ( (i — i) ) _ Ly V) o )V )
Opi \ g’ (i) eV (117) g )V () T (g () 2e(V ()
6/% . 1
o g ()
om; . -
55 = Xijr.
Definujeme-li diagonélni matici
_ dia -1 v 9 () V() + g () V! (a)
v=d g{<g'<m>>2wv<m> = ) ) PV (i) 2 }

muzeme Hessovu matici zapsat ve tvaru
H=X"VX.

Oznac¢ime vektor prvnich parcialnich derivaci logaritmické vérohodnostni funkce

ol ol
VT = ()
aﬁl a/Bm

Algoritmus: Pocateéni odhady [LZ(-O) =Y, VO a HO. Pro k& > 1 opakuj

nasledujici kroky, dokud neni splnéno kritérium konvergence HB(’“) — B(k_l) H <e:
1. Spocti novy odhad parametru
B — g=1) _ (g1 1y k1)
2. Spocti
i = g7 T B®).
3. Aktualizuj V) a H®),

4.7 Testovani hypotéz
4.7.1 Testy vyznamnosti parametra

Waldiv test se vyuziva pro test hypotézy Hy : §; = c (nejcastéji ¢ = 0), kde testova
statistika je tvaru

(B — c)? -~ X%

@ var(f;)
Pro test obecnéjsi hypotézy Hy: C5 = c a ¢ € R, kde matice C ma g fadku, slouzi

(CB — o) [pC(XTWX)1CT) (T — ) ~ 2.



4.7.2 Konfidené¢ni intervaly

Konfidenéni intervaly pro zavisle proménnou jsou zalozeny na asymptotické normalité
odhadu parametri, kdy za uréitych predpokladi plati \/n(3—3) LN N(0, o(XTWX)~1).
Potom interval spolehlivosti (y;, y,,) pro stfedni hodnotu zavisle proménné dostaneme
pomoci

g(y) = XTB—z\/¢xT(XTWX)_1x,

o) = XD+ 2 /exT(XTWX) 1x,

kde z je piislusny kvantil standardniho normaélniho rozdéleni, x je vektor regresoru
a vahovou matici W jsme nahradili jejim odhadem W.
4.8 Kvalita modelu a testy podmodela

Vyznamnou roli hraje saturovany model, v némz je pocet parametri roven poctu
pozorovani'® a plati
fri =Y, 07 = (1) (Ya).

Vérohodnost saturovaného modelu je totiz rovna nejvétsi dosazitelné vérohodnosti
pro dana data

YY) =) — ( )‘|‘C(Yi>80)-
=1

Slouzi tedy jako (nedosazitelna) hranice ,nejvyssi kvality“ pii daném rozdéleni. Skalovani
deviance poté udava ztratu na logaritmické vérohodnosti vuéi saturovanému modelu

DX(Y.B) = 2(*(Y) - U(Y.5))

LN o 4 . X
— > Yil0F = 0:) — (b(67) — b(0y)),
Yim
kde 6; = (V)" (g~ (xB)). Nékdy je vyuzivana (neskalovand) deviance definovand
jako

D(Y, () = ¢D*(Y, §).

Poznamenejme, ze existuji explicitni vztahy pro devianci pro konkrétni rozdéleni.

4.8.1 Testovani podmodelt

Je-li B odhad parametrii v modelu a 3’ odhad parametri v podmodelu, potom
asymptoticky plati

D*(Y7B/) - D*(Yvﬁ) ~ X?lﬂ

190becné pro model neplati vlastnosti ML odhadi.



kde d je rozdil poctu parametru v porovnavanych modelech. Tento test vlastné od-
povida testu pomérem vérohodnosti.
Dalsi test je zalozen na F-statistice, kde asymptoticky

D(Ya/é/) — D(Ya 5)
dp

~ Fd,n—m
a m je pocet parametri v modelu, ze kterého byl odhadnut disperzni parametr ¢.

4.8.2 Akaikeho informacéni kritérium

Akaikeho informaéni kritérium slouzi pro porovnani vice modeli, kdyz zohlediuje
nejen hodnotu vérohodnostni funkce ale i poc¢et parametru:

AIC = 2((Y; B,¢) —m).
Preferujeme model s minimélni hodnotou AIC.

4.9 Odhad disperzniho parametru

Odhad disperzniho parametru neni obvykle sou¢dsti metody maximalni vérohodnosti.
Vhodné vlastnosti ma Pearsontiv odhad ve tvaru

L (Y )
@_n—m; V(i)

Vyuziva se taky odhad zalozeny na devianci

,_DOY.A)

n—m

4.10 Korelovana data, nahodné efekty a GEE modely

Jsou-li data korelovana v ramci shluku ¢ o velikosti n;, mtze vyuzit model s ndhodnym
absolutnim ¢lenem ve tvaru

g(pin) = o +x4.8, k=1,...,n;,

kde a; ~ N(0,0?). P¥i daném o jsou pozorovani ve shluku nezavisl4.
Dalsi moznosti jsou Generalized Estimating Equations, kde plati

n
> df U (Y — ) =0,
=1

kde d; = {0i/0p;}; je sloupcovy vektor derivaci a U; je zobecnénd varianéni matice
shluku ¢ zahrnujici strukturu zavislosti pozorovani.



5 Priklady zobecnénych linearnich modela

5.1 Data

Zactneme popisem dat, na néz aplikujeme nékolik zobecnénych linedrnich modelu.
Uvazujeme 50 000 smluv povinného ruéeni (pojisténi odpovédnosti z provozu mo-
torového vozidla) simulované dle mirné upravenych redlnych charakteristik:

e Z&visle proménné: pocet a vySe Skod za posledni rok, piiznak storna
e Nezavisle proménné:
— tarifni skupina dle objemu motoru vozidla (TS): 5 kategorii (do 1000,
do 1350, do 1850, do 2500, nad 2500 ccm),
stari pojistnika spojité (veks): 18-75 let,
stari pojistnika (vek): 3 kategorie (18-30, 30-65, 65 a vice),

velikosti mista bydlisté (region): 4 kategorie (nad 500 000 obyvatel, nad
50 000, nad 5 000, do 5 000),

— pohlavi (pohlavi): 2 kategorie (1 - Zena, 2 - muz).

5.2 Dostupny software

Procedury a funkce pro préaci se zobecnénymi linedrnimi modely je mozné nalézt
napiiklad v néasledujicich softwarech:

e SAS: procedura GENMOD

Statistica: Generalized Linear Models (GLZ)
e IBM SPSS: GENLIN (ne GLM!!!)

e Mathematica: GeneralizedLinearModelFit
e R: glm

e a dalsi.
My budeme déle vyuzivat SAS a proceduru GENMOD.

5.2.1 Linearni regrese

Pro prehlednost shrneme kazdy zobecnény linearni regresni model seznamem, ktery
udava zakladni stavebni kameny kazdého modelu. Na tvod uvadime model linearni
regrese, ktery vSak nebudeme na pojistnd data déle aplikovat.

e Zavisle proménna: spojita

e Rozdéleni: normalni Y; ~ N (u;,0?)

Stredni hodnota: EY; = p;

Linkové funkce: identita g(u) = u

Rozptylové funkce: V() =1

e Disperzni parametr: ¢ = o2



proc genmod data=ccc;
class ts vek pohlavi;
model pocet skod = ts vek pohlavi/

noint
dist=poisson
link=log
/*offset=w*/
Cypel Lype3;
quit;

Obrazek 6: Syntax v SASu

5.3 Regresni model oc¢ekdvaného pocétu pojistnych udalosti
5.3.1 Poissonovska regrese (log-linearni model)

V piikladu vyuziti Poissonovské regrese budeme modelovat oc¢ekavany pocet po-
jistnych udalosti na smlouvé béhem jednoho roku v zavislosti na tarifni skupiné,
stafi pojistnika a pohlavi. Vyuzijeme nasledujici stavebni prvky, resp. vlastnosti Po-
issonovské regrese:

e Zavisle proménné: pocet pojistnych udélosti na smlouvé za 1 rok

e Rozdéleni: Poissonovo Y; ~ Po()\;)

Stfedn{ hodnota: EY; = \;

Linkové funkce: g(p) = log(p)

Rozptylové funkce: V(u) = p
e Disperzni parametr: ¢ =1

Kritéria pro hodnoceni dobré shody, resp. kvality modelu, najdeme v nésledujici
tabulce. Uvedeny jsou deviance, Pearsonovy statistiky a hodnota logaritmické vérohodnostni
funkce. Nazvy sloupci uvadime vzdy tak, jak jsou obsazeny ve vystupu ze SASu.

Kritérium DF  Hodnota Hodnota/DF
Deviance 5E4 18582.5892  0.3717
Scaled Deviance oE4 18582.5892  0.3717

Pearsonuv Chi-kvad || 5E4 50208.1517  1.0043
Scaled Pearson X2 5E4 50208.1517 1.0043
Log verohodnost -12571.1203

Dalsi vystup ze softwaru uvadi odhady parametru (Odhad) spolu s chybou odhadu
(Stand. chyba), intervaly spolehlivosti (Waldovy meze interv. spol.), Waldovou tes-

tovou statistikou vyznamnosti parametru (Chi-kv.) a odpovidajici p-hodnotou (Pr >
ChiKv).



Par. DF Odhad Stand. Waldovy Chi-kv. Pr > ChiKv

chyba meze interv.

spol.

Int 0 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 .
TS 11 -2.9646 0.0521 -3.0666 -2.8625 3243.56 <.0001
TS 2|1 -2.9421 0.0517 -3.0435 -2.8407 3235.33 <.0001
TS 3|1 -2.9016 0.0512 -3.0019 -2.8013 3216.13 <.0001
TS 411 -2.7451 0.0490 -2.8411 -2.6491 3141.87 <.0001
TS 51 -2.7284 0.0488 -2.8240 -2.6329 3131.40 <.0001
vek 11 0.5700 0.0426 0.4865 0.6535 178.95  <.0001
vek 2|1 0.2183 0.0456 0.1289 0.3076 22.94 <.0001
vek 310 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 . .
pohlavi | 1 || 1 -0.2278 0.0342 -0.2948 -0.1607 44.32 <.0001
pohlavi | 2 || O 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000
Skala, 0 1.0000  0.0000 1.0000 1.0000

Interpretace parametru a vypocet odhadu o¢ekdavaného poctu skod probiha takto:

e Pro TS =1 (do 1000 ccm), vek = 1 (18-30 let), pohlavi = 1 (zena) dostavame
hodnotu linearniho prediktoru a odhad stfedni hodnoty

’[7:
,LL:

—2,9646 -+ 0, 5700 — 0, 2278 = —2, 6224
exp{—2, 9646 + 0,5700 — 0, 2278} = exp{—2, 6224}
0,0516 - 1,7683 - 0, 7963 = 0, 0726,

kde posledni zapis muze byt interpretovan jako multiplikativni pfispévek kate-
gorie k vyslednému odhadu o¢ekdvaného poctu pojistnych udalosti.

e Pravdépodobnosti po¢tu udédlosti na smlouvé muzeme snadno spocist po do-
sazeni odpovidajictho odhadu parametru A do hustoty Poissonova rozdéleni,
napfiiklad pro vyse spocteny A = 0,0726 mame

P(Y =0)
P(Y =1)
P(Y =2)
P(Y =3)
P(Y =4)

0.9300,
0.0675,
0.0025,
5.93 107°,
1.07 1076,

Pro dalsi hodnoty prediktoru dostavdame

e TS =1 (do 1000 ccm), vek = 1 (18-30 let), pohlavi = 2 (muz)

n
I

= —2,9646 + 0,5700 + 0 = —2, 3946
= exp{—2,9646 + 0,5700 + 0} = exp{—2, 3946}
= 0,0516-1,7683 -1 = 0,0912.



e TS =5 (nad 2500 ccm), vek = 1 (18-30 let), pohlavi = 2 (muz)

n = —2,7284 40,5700 + 0 = —2, 1584
o = exp{—2,7284 40,5700 + 0} = exp{—2, 1584}
= 0,0653-1,7683-1=0,1155.

Vysledky testovani vyznamnosti regresort jsou uvedeny v nésledujicich tabulkéch.
Statistiky LR pro analyzu typu 1 odpovidaji postupnému piidavani regresori, tedy
zélezi na poradi regresoru v zadani.

Zdroj H Deviance DF Chi-kvadrat Pr > ChiKv

TS 18822.16
vek 18627.20 2 194.96 <.0001
pohlavi || 18582.59 1 44.61 <.0001

Statistiky LR pro analyzu typu 3 testuji vyznamnost regresoru pii ponechani

vSech ostatnich regresori v modelu, tedy nezélezi na poradi, v jakém jsou zadény.

Zdroj | DF Chi-kvadrdt Pr > ChiKv

TS 4 34.98 <.0001
vek 2 194.41 <.0001
pohlavi || 1 44.61 <.0001

Vidime, Ze regresory jsou vyznamné na vSech obvykle vyuzivanych hladinéch.

5.3.2 Overdispersed Poissontiv model

Zakladni vlastnosti Poissonova rozdéleni je rovnost stiedni hodnoty a rozptylu. To
vSak byva v praxi ¢asto poruseno a my pozorujeme rozptyl vétsi nez je stiedni hod-
nota, coz vede k jevu nazyvanému overdispersion. Existuji dva piistupy, jak tento
jev zohlednit v zobecnénych linedrnich modelech. Prvni je vyuziti negativné bino-
mického modelu s dalsim nezndmym parametrem, druhy poté vyuziti overdisperzed
Poissonova modelu, kde je hodnota disperzniho parametru uvolnéna a odhadnuta.
Overdisperzed Poissontiv zobecnény linedrni model je charakterizovan takto:

e Zavisle proménna: pocet pojistnych udélosti na smlouvé za 1 rok

Rozdéleni: Overdispersed Poissonovo!! Y; ~ O-Po()\;, ¢)
Stfedni hodnota: EY; = A;

Linkové funkce: g(p) = log(p)

Rozptylové funkce: V(u) = p

Disperzni parametr: ¢ € (0,00)

"Nejedn4 se o skuteéné pravdépodobnostni rozdélend.



Parcialni derivace dle parametru mé nésledujici tvar

9l _ <~ Yi— (6%)
dB; Z‘PV(M) 9B;

=1

potom odpovidaji kvazi-(logaritmické-)vérohodnostni funkci pro obecnou rozpty-
lovou funkci V' a disperzni parametr ¢

n B Y, — ¢
= ———dt.
! ;/y PV (1)

Poznamenejme, ze ,,umélé“ navySeni rozptylu se vyuziva i pro binomické, resp. alter-
nativni rozdéleni.

Dale uvedeme tabulky bez podrobnéjsiho komentaie, upozornime pouze na zmény.
Kritéria pro hodnoceni dobré shody:

Kritérium DF  Hodnota Hodnota/DF
Deviance 5E4 18582.5892 0.3717
Scaled Deviance 5E4 49992.0000 1.0000

Pearsonuv Chi-kvad || 5bE4 50208.1517 1.0043
Scaled Pearson X2 5E4 135072.9917 2.7019
Log verohodnos -33819.5845

Analyzu odhadu parametru uvadi nasledujici tabulka, kde je v poslednim fadku
odhad disperzniho parametru:

Par. DF Odhad Stand. Waldovy Chi-kv. Pr > ChiKv

chyba meze intrv.

spol.

Int 0 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 .
TS 11 -2.9646 0.0521 -3.0666 -2.8625 3243.56 <.0001
TS 2|1 -2.9421 0.0517 -3.0435 -2.8407 3235.33 <.0001
TS 311 -2.9016 0.0512 -3.0019 -2.8013 3216.13 <.0001
TS 411 -2.7451 0.0490 -2.8411 -2.6491 3141.87 <.0001
TS 5 1 -2.7284 0.0488 -2.8240 -2.6329 3131.40 <.0001
vek 11 0.5700 0.0426 0.4865 0.6535 178.95  <.0001
vek 2|1 0.2183 0.0456 0.1289 0.3076 22.94 <.0001
vek 310 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .
pohlavi | 1 || 1 -0.2278 0.0342 -0.2948 -0.1607 44.32 <.0001
pohlavi | 2 || 0 0.0000  0.0000 0.0000  0.0000
Skéla, 0 1.6097  0.0000 0.6097 0.6097

Statistiky LR pro analyzu typu 1 pii postupné piidavani regresoru, kdy zalezi na
poradi v zadani, v tomto ptripadé vyuzivame F-testy:



Zdroj Odchylka DF DF F Pr>F
cit jmen hodnota

TS 18822.16
vek 18627.20 2 49992  262.25 <.0001
pohlavi || 18582.59 1 49992  120.02 <.0001

Statistiky LR pro analyzu typu 3 vyznamnosti regresoru pti ponechani vsech
ostatnich regresoru v modelu:

Zdroj DF DF F Pr > F
cit jmen hodnota

TS 4 49992 23.53 <.0001
vek 2 49992 261.51 <.0001
pohlavi || 1 49992 120.02 <.0001

5.4 Regresni model vysSe skod — Gamma regrese

Pomoci Gamma regrese budeme modelovat ocekdvanou vysi skody z pojistné udalosti
na smlouvé v zavislosti pouze na tarifni skupiné. K redukci poc¢tu regresoru dochézi
kvuli dbytku dat, kdy vyse modelujeme pouze na ziakladé nastalych skod, kterych
je diky nizké skodni frekvenci obvykle znatelné mensi pocet. Gamma regrese ma
nasledujici vlastnosti:

Zavisle proménnad: spojita kladna vyse skody

Rozdélent: Y; ~ I'(u, v)

Stfedni hodnota: EY; = p

Linkové funkce: g(u) = log(p) (neni kanonicky link)

2

Rozptylové funkce: V(u) = u
e Disperzni parametr: ¢ = 1/v

Kritéria pro hodnoceni dobré shody (ML odhad parametru méfitka):

Kritérium H DF  Hodnota Hodnota/DF
Deviance 3458 0.0007 0.0000
Scaled Deviance 3458 3464.2364 1.0018

Pearson Chi-Square || 3458 0.0007 0.0000
Scaled Pearson X2 3458 3466.7934 1.0025

Analyzu odhadi parametri a rizné odhady parametru méfitka najdeme v nasledujici
tabulce:



Par. DF Odhad Stand. Waldovy Chi-kv.  Pr > ChiKv
chyba meze intrv.
spol.
Int 0 0.0000 0.0000  0.0000 0.0000 .
TS 171 10.3127  0.0033 10.3062  10.3192 9613383 <.0001
TS 21 10.3592  0.0033 10.3528  10.3656 9966668 <.0001
TS 31 10.4662  0.0032 10.4599  10.4725 1.061E7 <.0001
TS 411 10.5388  0.0030 10.5329  10.5447  1.244E7 <.0001
TS 511 10.7211  0.0030 10.7153  10.7269  1.306E7 <.0001
Scale 0 146.0294 0.0000 146.0294 146.0294

Tabulky pro testovani vyznamnosti jednotlivych regresorii neuvadime, nebot v
nasem modelu uvazujeme jen jeden regresor.

5.5 Regresni model stornovosti — logisticka regrese

V této ¢asti uvedeme model pravdépodobnosti storna smlouvy béhem jednoho roku v
zavislosti na tarifni skupiné, velikosti mista bydlisté, pohlavi, stari pojistnika. Model
logistické regrese mé obecné nésledujici vlastnosti:

e Disperzni parametr: ¢ =1

Zavisle proménnd: binarni — jev nastal /nenastal, tj. storno béhem jednoho roku

— ano/ne

Rozdéleni: binomické (alternativni): Y; ~ Alt(p;)

Stredni hodnota: EY; = p;

Linkové funkee: logit g(u) = log(u/(1 — p))

Rozptylové funkce: V() = pu(1 — p)

Stfedni hodnota alternativni proménné je rovna pravdépodobnosti, tedy

eXi
EY; = p; = 14 oxiB
Kritéria pro hodnoceni dobré shody

Kritérium DF Hodnota Hodnota/DF
Deviance 5E4  56802.0249  1.1363
Scaled Deviance 5E4  56802.0249 1.1363
Pearsonuv Chi-kvad || 5E4 49969.3190  0.9996
Scaled Pearson X2 5E4  49969.3190  0.9996
Log verohodnost -28401.0124

Analyza odhadu parametru



Par. DF Odhad Stand. Waldovy Chi-kv. Pr > ChiKv

chyba meze intrv.

spol.

Intercept 1 -1.6157 0.0429 -1.6998 -1.5316 1417.00 <.0001
TS 11 -0.3326  0.0323 -0.3959 -0.2692 105.90 <.0001
TS 21 -0.2814 0.0322 -0.3445 -0.2183 76.36 <.0001
TS 311 -0.2248 0.0320 -0.2874 -0.1622 49.51 <.0001
TS 411 -0.0711 0.0314 -0.1326 -0.0095 5.12 0.0237
TS 510 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 . .
region 11 0.4820 0.0290 0.4252 0.5389  275.76 <.0001
region 21 0.2633  0.0296 0.2053 0.3214  79.06 <.0001
region 311 0.1272  0.0300 0.0683 0.1860  17.96 <.0001
region 4|10 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 . :
pohlavi 11 0.5584  0.0206 0.5180  0.5989  731.75  <.0001
pohlavi 210 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 . .
veks 1 0.0058  0.0006 0.0046  0.0071 82.36 <.0001
Skéla 0 1.0000  0.0000 1.0000  1.0000

Interpretace parametru je mozné provést pomoci Sance

P -
T = exp{x;} = exp { ZXiij}-
i =1

Pokud zvysime regresor j o jednotku X ;5 T 1 a ostatni nemenime, potom pro sanci
plati

~ m m
bi
1 _zﬁ, —expd Y XiBj+ (X5 + 1B 0 =exp{ > X ¢ exp{B;),
' J=1.0#] i=1
tj. P vyjadiuje zménu Sance pii zvySeni piislusného regresoru o jednotku.

Predikovanou hodnotu, tedy pravdépodobnost storna béhem jednoho roku, pro
TS = 5 (nad 2500 ccm), region = 4 (do 5000), pohlavi = 2 (muz), veks = 22 let
spoc¢teme jako

n = —1,6157+0+0+0+22-0.0058 = —1,4881

exp{—1, 4881}
_ —0,1842.
a T+ oxp{—1,4881] ~ 1

Statistiky LR pro analyzu typu 1 pfi postupné piidavani regresoru, kdy zédlezi na
potfadi v zadani:

Zdroj | Deviance ~ DF Chi-kvadrdt Pr > ChiKv
Intercept || 58087.7242

TS 57937.9201 4 149.80 <.0001
region 57626.8576 3 311.06 <.0001
pohlavi || 56884.5504 1  742.31 <.0001
veks 56802.0249 1  82.53 <.0001



Statistiky LR pro analyzu vyznamnosti regresoru pii ponechani vSech ostatnich
regresort v modelu:

Zdroj || DF Chi-kvadrét Pr > ChiKv

TS 4 154.02 <.0001
region 3 309.14 <.0001
pohlavi || 1 743.64 <.0001
veks 1 82.53 <.0001

Zvlastni pozornost vénujeme ROC kiivee slouzici k posouzeni kvality modelu
a nastaveni prahové hodnoty. Pro predikované pravdépodobnosti, které jsou vyssi
nez prahovéd hodnota, otekavame, ze sledovany jev spiSe nastane, u hodnot nizsich
naopak. ROC krivka poté zakresluje:

e Na svislé ose grafu relativni ¢etnost skuteéné pozitivnich piipadu TP, tedy
pravdépodobnost, ze jako spravny bude vyhodnocen pozitivni ptipad:
Sensitivity = TP/(TP+FN).

e Na vodorovné ose relativni ¢etnost falesné pozitivnich piipadu FP, tedy
pravdépodobnost, ze jako spravny bude vyhodnocen negativni ptipad:
1-Specificity = FP/(TN+FP).

Vychézime pfitom z nasledujici tabulky, kde zna¢ime True (T), False (F), Positive
(P), Negative (N):

skutecnost/predikce | 1 0
1 TP | FP
0 FN | TN

Cim je vétsi plocha pod ROC kiivkou, resp. ém vice je kiivka vypoukld na-
horu, tim lepsi ma model predikéni schopnost. Kfivka pro nas model je zakreslena
na nasledujicim obrazku.
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5.6 Postup konstrukce zobecnéného linearniho modelu
Obecné miuze byt zobecnény linedrni model konstruovan v néasledujicich krocich:

1. Vyberte rozdéleni

Vyberte link

Vyberte nezévisle proménné
Odhadnéte parametry

Posud’te kvalitu modelu

S o N

Iterujte od vhodného kroku

Casto si nemusi byt jisti, které regresory do modelu zahrnout a které naopak
vyloucit. Pro vybér nejvhodnéjsich regresoru jsou pouzivany nésledujici sekvenéni
postupy:

e Vzestupny vybér (forward selection) - zaéneme od prézdného modelu, po-
stupné pridavame statisticky vyznamné regresory.

e Sestupny vybér (backward selection) - zatneme od modelu se vSemi regresory,
postupné odebirame statisticky nevyznamné.

e Krokovy vybér (stepwise selection) - za¢neme od prazdného modelu, v kazdém
kroku pridame jeden statisticky vyznamny regresor a poté se pokusime odebirat
statisticky nevyznamné (i vice). Hladina pro pfiddvani musi byt mensi nez hla-
dina pro odebirani, jinak muze dojit k zacykleni.



Pii praktickém pouziti zobecnénych linedrnich modeli mame c¢asto k dispozici
rozsahly soubor dat. Ten je mozné nédhodné rozdélit na ,trénovaci“ a ,testovaci®
podsoubor. Na prvnim je model odhadnut, na druhém potom ovéfena jeho kvalita,
resp. predikéni schopnost. Jako kritérium muze slouzit napiiklad stfedni ¢tvercova
chyba 1/n 37 (Vi — Y;)?, kde Y; znaci predikei pomoci odhadnutého modelu.
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