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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Rychlost ndvratu ke stfedni hodnoté

Proces (deterministicky) ndvratu ke stfedni hodnot&

dr(t) = a(pu — r(t))dt, r(0) = ro. (1)

Explicitni feSeni této rovnice je moZzné pomoci metody separace
proménnych a variace konstant

r(t) = p+ (ro — pe " (2)
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Ptiklad vyvoje dvou urokovych sazeb

i =7%, r$? = 3%, u® = 1 =5%, o =0.1, o = 0.05
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Wienerliv proces

Standardniho Wieneriv proces W(t) (t > 0) je charakterizovany témito
vlastnostmi:

o W(0)=0.

t) je skoro jist& spojitou funkci t.

) ma nezavislé, staciondrni pFiristky.

) — W(s) ~ N(0,t —s), kdykoli s < t.
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Volatilita

Parametr volatility o, o > 0. Vezm&mé nyni driftovou slozku modelu
konstantni a uvaZzme model tvaru

dr(t) = p+odW(t). (3)

Diskretizujeme diferencialni rovnici (3) s krokem A > 0 (vidy v této praci
myslime Eulerovu standardni diskretizaci [3])

re =re—1+ U\/EEfa n=up (Sj-)7 (4)

kde €; ~ N[0, A] jsou nezdvislé ndhodné veliciny.
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Simulace z modelu s nizsi volatilitou (plnou &arou) a
z modelu s vy$3i volatilitou (p¥eruSovang)

D =13 =5%, ¢ =0.001, 0@ =0.0025a A =1
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Vybrané modely irokovjch mér
7
Obecny model

Vychazi z obecné definované driftové a volatilni slozky:

dr(t) = p(r(t), t)dt + o(r(t), t)dW(t). (5)
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Vybrané modely irokovjch mér
v/ o
Vasickiv model

Model je popsan touto diferencialni rovnici

dr(t) = a(p — r(t))dt +odW(t), r(0) = ro.

Po diskretizaci dostavame

re = ft—1+0é(u—ft—1)A+J\/Zet. (6)
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Vasickiv model

[3]: Hodnota r(t) ma normalni rozdéleni podminéné znalosti situace rp.
Podminéna stfedni hodnota

p(ro — p)e (7)
a podminény rozptyl
2
—(1—e). (8)
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Simulace z Vasi¢kova modelu

A=1,p1=3%, a=0.05 0c=0.005arn=15%
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Cox-Ingersoll-Ross (CIR) model

[5]: CIR model (za ptedpokladu kladnosti strukturdlnich parametri)

dr(t) = a(p — r(t))dt + o+/r(t)dW(t), r(0) = ro.

P¥i splnéni podminky ayu > o2 je zaruteno, e modelovana trokova mira
zlstane kladnd. Diskretizace

re=re—1+a(p—r_1)A+o\/Ari_1€, (9)
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

CIR model

Vyhodné vlastnosti CIR modelu:

e podminéna heteroskedasticita (v kontrastu s Vasi¢kovym
modelem), tedy nekonstantni (podminé&ny) rozptyl a

o Casové proménna trZni cena rizika, tedy zavislost Sharpeova
poméru, ktery méFi rizikovou prémii na jednotku rizika, na &ase.

Podminéna stfedni hodnota je rovna
E[r(t)Iro] = p+ (ro — pp)e™ ", (10)

podminény rozptyl Ize vyjad¥it jako

2 2

var[r(t)|ro] = rog—(e*at — ey ¢ ui
a

(1= e ot)2, (11)
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Vybrané modely irokovjch mér
CIR model

Pro jednoduchou parametrizaci se ob&as (nespravn&) vyuzivaji

Jim E[r(t)[n] = n,
2

: o

tll>rr;ovar[r(t)|ro] = Sa
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

CIR model

Rozdéleni r(t): vezmé&me At > 0 a uvazme podmin&nou hustotu
rozd&leni r(t + At) za podminky znalosti r(t) a parametrii:

v

p(r(t + AL)|r(2), (@, py0), AL) = ce ™" (u)q/2 L2Vav),  (12)
kde

2«
C= 55—~
o2(1 — e—obty’
u=cr(t)e A,
v =cr(t + At),
2o
=220
o2 ’

N 1 N\ 2k
1.()= (= e (N
a() (2) ;k!l’(q+k+1) (2) ’
kde posledni vztah definuje modifikovanou Besselovu funkci prvniho druhu

a Fadu q.
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

CIR model

P¥ejdeme-li k transformaci s(t) = 2cr(t), a ozna&ime jeji podmin&nou
hustotu g, lze psat

g(s(t + Ab)|s(t), (@, 0), At) = %p(r(t—i—At)]r(t),H,At)
= X3(s(t + At),2q + 2,2u),

neboli s(t) ma necentrlni x? rozdéleni s 2g + 2 stupni volnosti a
decentralizujicim parametrem 2u.
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Simulace z CIR modelu

A=1,1=3%, a=0.050c=0.025arn=15%
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Histogram transformovanych kone¢nych hodnot

1000 simulaci z CIR modelu proloZené hustotou necentrovaného x?
rozdéleni
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[ENINTCRN BRI S {e A"l \/ybrané modely tirokovych mér

Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders (CKLS) model

Model v sob& zahrnuje Va¥itkiiv (y = 0) a CIR model (v = 3):
dr(t) = a(p — r(t))dt +or?(t)dW(t), r(0) = ro.
Diskretizace:

re=ri14a(p— r1)A+oVAr] e (13)
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Metody kalibrace modeli

Kalibrace modeli

Aplikujeme nasledujici metody:
e Metoda nejmensich &tverci (OLS, Ordinary Least Squares)

e Metoda maximalni vérohodnosti (MLE, Maximum Likelihood
Estimation), [4]

e Obecna momentova metoda (GMM, Generalized Method of
Moments), [4, 3]
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Metody kalibrace modeli

Znaceni

UvaZujeme historicka pozorovani drokovych mér ry,, i =0,..., N
(N e N).

Pro jednoduchost budeme brat t; = iAt, i =0,..., N (specidln& tedy
to = 0), neboli ry;, = rint = rt._,+ ¢ jsou ekvidistantni pozorovani.
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Metody kalibrace modeli

Metoda nejmensich &tverci

Vezméme diskretizaci CIR modelu (9) v souladu s nasim zna&enim:

ry = ry_ +o(p—ry_ )Ati+oy/Atirg_ e, Ati=ti—ti_1, i=1,...,N,

N

a upravme ji do prakti¢téjsiho tvaru:

re, — I At
t, tl—l — au _ amAt + U\/Eet,“
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Metody kalibrace modeli

Metoda nejmensich ¢tverci

Odtud jsme jiZ schopni nalézt odhady parametri driftové slozky,
vyuZijeme-li symetrického rozdé&leni €;, a minimalizujeme soucet
¢tvercovych chyb:

(&, i) = argmin

N
<rfi — Iy, aAtp
GE g

2
— + /s At] . 14
/;rtiil /;rtl-il ti—1 > ( )

Tato dloha uZ je snadno Fesitelna (lze ji dovést aZ do explicitnich vzorcd,
ty ale nebudeme pottebovat [4]). Odhad parametru volatility pak ziskdme
ndsledovné:

2
N re;—re; AAL A~
1 ZIZO < \/ﬁl - \a/% +Oé,/rt,*1At>
6= . 15
~ N (15)
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Metody kalibrace modeli

Metoda maximalni vérohodnosti

Logaritmicka vérohodnostni funkce je (pro 6 = («, p, 0))

N
10) =1InL(®) = Inp(rylre,_,,0,At),
i=1

odkud po dosazeni z (12) dostdvame

N
1 .
1(6) = Nlin(c) + Z (_Ut,- — vy + =qln (Vt’) +In Iq(2,/ut,.vt,.)),
i=1 2 He
kde
uy, = crt,_le*am,
Vi, = Crt,.
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Metody kalibrace modeli

Metoda maximalni vérohodnosti

Odhad pak ziskame maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce,
tedy
0 = (&, fi,5) = argmax (). (16)
0

P¥i maximalizaci uvaZzujeme (je-li to moZné a nekomplikuje-li to vypo&et)
omezeni na kladnost (nezdpornost) parametri.
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Metody kalibrace modelti
Obecnd momentova metoda

@ Vychazi ze znalosti teoretickych momentii z rozdéleni modelované
drokové miry [3, 4]. Ty pak porovndme s vyb&rovymi momenty
z pozorovanych dat a vybirdme parametry tak, abychom dostali
v jistém smyslu nejlep$i shodu.

@ Hodi se zejména v pfipadé, Ze nezndme p¥esnou hustotu rozdéleni
(nap¥. u CKLS modelu), nebo je-li MLE vypo&etné p¥ili§ ndro¢na.

o Mezi jeji nevyhody pFi aplikaci na CIR patfi to, Ze ignoruje znamou
hustotu (nevyuZivdme tedy plnou informaci).

o Také byvé obtizné uréit momenty, které do porovnani zahrnout.
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Metody kalibrace modelti
Obecnd momentova metoda

Necht 6 = (01, ...,0k) je sadu parametrii. Musime najit funkce f(r(t)|6),
j=1,...,m, m> k, takové Ze

E[fi(r(£)0)] = 0.
P¥ejd€me nyni k vektorovému zapisu:

F(r(0)10) = (A(r(1)0),.... fm(r(1)10)),

£(0) = (£1(0).-..£n(0)) = 77 O FH(2)O).

Odhad parametr( ziskdme
0 = argmin g(0)W(0)g 7 (0).
0

kde W(0) je pozitivné-definitni vdhovad matice (je mozné volit identickou).
Casto m = k, pak jsme vétSinou schopni odhadnout parametry tak, aby

~

J() = 0.



Metody kalibrace modelti
Obecnd momentova metoda

Uvazme diskretizovany model CKLS a volme A = 1. Ozna&me dile

~ o / /
€t =0l &=t — -1 —« —/Brt_]_.

Vzhledem k rozdéleni e; ~ N(0,1) je zfejmé, Ze
E[&] = U’rA/lE[et] =0
E[&] = 0" r? Ele] = 0*r?].

Uv&domime-li si navic, Ze €; je nekorelovany jak s €;_1, tak s ry_1,
dochazime k nésledujici volb& vektoru f(r(t)|6):

€t
€tre—1
o0 = | 2 e

2 !
(& —or e

Pak plati E[f(r(t)|0)] =
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi

LIBOR na Euro

Numericky odhad parametri

6-m&si¢ni LIBOR na Euro v denni kétaci (2010, prvnich 40 kétaci)

rt)
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0.0092 -
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Numericky odhad parametri

LIBOR - porovnani odhadi

Nejprve zkusime odhadnout parametry s pouZitim vSech 192 sazeb roku
2010. Vysledné odhady jsou

e OLS: (i, &) = (0.07045,0.000124, 0.0006238)
o MLE: ({1, &,&) = (0.02100, 0.004490, 0.00003612)
o (G)MM: (f,&,8) = (0.02327,0.01018,0.001162)

Software: Vlastni implementace ve Wolfram Mathematica 8.0.
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Numericky odhad parametri

Simulace

Vygenerujme 100 simulaci (kaZdou o 50 krocich) z modelu CIR s
parametry i = 2%, a = 0.05, o = 0.005, ryg = 2.5%.
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Numericky odhad parametri

Metoda nejmensich ¢tverci

skuteZné hodnoty |y =0.0200 | a = 0.0500 | o = 0.00500
odhadnuté hodnoty | /i =0.0199 | & = 0.1310 | 5 = 0.00475
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Numericky odhad parametra
Metoda nejmensich ¢tverci

A~

Histogram odhadi [i, & a &.
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Numericky odhad parametri

Metoda maximalni vérohodnosti

skuteZné hodnoty |y =0.0200 | a = 0.0500 | o = 0.00500
odhadnuté hodnoty | fi =0.0220 | & =0.1013 | & = 0.00259
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Numericky odhad parametra
Metoda maximalni vérohodnosti

Histogram odhadi [i, & a &.
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Numericky odhad parametri

/obecnéné metoda momentu

skuteZné hodnoty |y =0.0200 | a = 0.0500 | o = 0.00500
odhadnuté hodnoty ‘ i =0.0199 ‘ & = 0.1598 ‘ o = 0.00328
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Numericky odhad parametri

/obecnéné metoda momentu

Histogram odhadi [i, & a &.
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Numericky odhad parametri

Shrnuti

7 s

@ OLS: Rychld a stabilni pro odhad i a 0. Vhodna pro ziskani
pocateénich odhadd.

@ MLE: Vysokd vypoletni ndro¢nost. Neni pouZitelnd vidy.

e (G)MM: Stabiln&jsi vysledky neZ u pFedeslych metod.

N 4

Nejnaro¢néjsi na odhad je parametr rychlosti navratu a.
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Numericky odhad parametri
/ /7 .
Daéle v préci

o Ptehled (klasifikace) modeli

@ Konstrukce predikci
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Ekonomické scénare v pojistovnictvi Numericky odhad parametri

Vynosova kFivka

Modelovani (intrapolace/extrapolace) vysové k¥ivky:
o Nelson-Siegel (1987), Svensson (1995)
o Smith-Wilson (2001)
° ...

Parametrizace na zdkladé bezkupdnovych a kupdnovych dluhopisi, swapd.
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti
Contents
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Ztrata na vydélku

Ztrata na vydélku

Rozi¥eni modelu Svab (2003): Vyse renty
Rt == VO(]. + i\/)t - (Dt + Mt) (]_7)

kde Vo zna&i vydelek pted poskozenim (za posledni rok/&tvrtleti), D
invalidni diichod a M; je vydélek po poskozeni v &ase t.

Vydélek, diichod a mzda se ro&né valorizuji: iy, ip, iy.
Budouci platby renty diskontujeme pomoci diskontniho faktoru (zavislém

na Case)
Ve = 1/(1 + It)
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Ztrata na vydélku

Stavovy model

Pro stanoveni rezervy na renty uvaZzujeme nésledujici klasifikaci (stavy):
@ Z - zdravy
@ (I - pobirajici &asteény invalidni diichod
@ Pl - pobirajici plny invalidni diichod
@ NI - neinvalidni, tj. poskozeny prokaze snizeni vydélku v diisledku
svého poskozeni, ale nepobird invalidni dichod
e M - mrtvy

V soudasnosti nejsou k dispozici Udaje o invalidité...
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Ztrata na vydélku

Stavovy model

Necht A€ {PI,CI,NI} a S € {%ena, muZ}, potom

° tqﬁ"s - pravdépodobnost, Ze osoba ve v&ku x opusti stav {PI, Cl, NI}
a prejde do stavu Z nebo M do ¢asu x + t,

° tpf’s - pravdépodobnost setrvani osoby ve v&ku x ve stavu
A€ {PIl,Cl,NI} v &ase x + t.
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Ztrata na vydélku

Rezerva na rentu

o Docasna renta:

n—1 t

RRen =[] - P IVo(L + iv)t = Do(L + ip)* — Mo(1 + ing) ']+
t=0 j=1

o Dozivotni renta:

wASfX t

RR, = Z HVj'tPf’S[Vo(lJriv)t—Do(1+iD)t—Mo(1+i/vl)t]+7
=0 j=1

kde w3 znadi nejvy&i vk uvaZovany pro dany stav a pohlavi.

MiiZeme vyuZit k vypoctu kapitalizace renty.
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Ztrata na vydélku
Rezerva na rentu

Pokud iC = i\/ = iD = i/\//i
o Docasna renta:

n—1 t
RRan = ] v+ pe°(1+ic) (Vo — Do — Mp).
t=0 =1
o Dozivotni renta:
wA*S—x t
RR, = H V-t p),(4,5(1 + ic)t(\/o — Dy — Mo)
t=0 j=1
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Numericka studie

Numericka studie

Portfolio 1000 rent za ztraty na vydélku z pojisténi odpovédnosti POV
(simulace dle redInych charakteristik portfolia Kooperativy pojistovny, a.s.,
VIG)

Pro vypotet rezerv vyuZity pouze stavy Zivy (zdravy) a mrtvy.

M.Branda (KPMS MFF UK) 2010 52 / 59



Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Numericka studie

Numericka studie

Bezrizikova trokova mira = CIR proces s parametry ze sité:
@ parametr navratu ke stfedni hodnot& o € {0.1,0.5,1.0}
@ parametr variability o € {0.01,0.03,0.05}
@ parametr polohy konstantni p = 0.045
@ + odhad rezervy pfi konstantni tGrokové mite

Na zadkladé 1000 trajektorii CIR procesu spoéteny charakteristiky rezerv na
renty ze ztraty na vydélku: prdmér, smérodatnd odchylka a odhad rezervy
s bezpecnostni pFirdzkou na hladin& 95 % za predpokladu normality.
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti

Rezervy na renty

Numericka studie

Q@ o Odhad Smér. odch. | Odhad + bezp. pfir.
0.1 |0.01 || 4104 070 234 | 129 210 653 4 317 267 811
0.1 | 0.03 || 4 155291 381 | 385 716 392 4 791 723 428
0.5 | 0.01 || 3794 853 968 | 35513 737 3 853 451 633
0.5 | 0.03 || 3812341 390 | 101 883 990 3 980 449 973
0.5 | 0.05 || 3848949 994 | 172 758 040 4 134 000 760
1 1001 | 3777185071 | 17 620 508 3 806 258 909
1 10.03 || 3791519687 | 54 576 681 3881 571 210
1 |0.05 || 3823295521 | 89 439 502 3 970 870 699

_‘_

| 3776 295 000
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Numericka studie

Déle v préci ...

o Klasifikace pojisténi odpovédnosti

o Odlignosti v dal¥ich statech EU (N&mecko, Spanglsko, Svédsko,
Francie)

@ Pojisténi odpovédnosti za $kody na zdravi

@ Pozistalostni renty:

o Vdovska renta
o Sirot&i renty
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Numericka studie

[@ Compensation for bodily injury by annuity settlements in Europe,
SCOR, 1999.

[M T. Cipra: Pojistnd matematika - teorie a praxe, Ekopress, 1999.

[@ CKP: Metodika tvorby technickych rezerv v pojisténi odpovédnosti z
provozu vozidla, Ceska kanceld¥ pojistitel(i, 2001.

[@ S. Fisnar: Tvorba rezervy na t&zké skody na zdravi - Metody a praxe v
pojisténi odpovédnosti, Corporate Communications Reinsurance and
Risk, 1999.

ﬁ K. Imai, T. Kadowaki, Y. Aizawa: Standardized Indices of Mortality
among Persons with Spinal Cord Injury: Acclerated Aging Process,
2004.
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Numericka studie

ﬁ J.S. Krause, R.E. Carter, E.E. Piskelsimer, D. Wilson: A prospective
Study of Health and Risk of Mortality After Spinal Cord Injury, Arch.
Phys. Med. Rehabil. Vol. 98 , 2008.

[@ J. Svdb: Rezervovani rent z poji$téni odpov&dnosti. V P. Mandl, M.
Stastkova ed.: SemindF z aktudrskych véd 2002/03, MATFYZPRESS,
2003.

E. Trojanova: Pojistné rozpravy 3, Ceska asociace pojistoven, 1998.

=) @

G.G. Venter, B. Schill, J. Barnett: Review of report of committee on
mortality for disabled lives, 1991.
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Numericka studie

@ Stochasticky model tirokovych mé&r
@ Metody kalibrace parametrii

@ Variabilita v rentdch ze ztraty na vydélku
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Modelovani rent z pojisténi odpovédnosti Numericka studie

Dékuji za pozornost.

e-mail: branda@karlin.mff.cuni.cz
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