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Uvod

Zivotni a neZivotni pojisténi funguji na odlignych principech a to se odrazi na vy-
voji vztahu mezi nimi v posledni dekadé. Univerzalni pojistovny jiz dale nemo-
hou vznikat a ty stavajici tato dvé zaméfeni striktné oddéluji, af uz z pohledu
ucetniho, ¢i z hlediska organizacni struktury. Renty (neboli dichody) jsou vsak
specifickym produktem, ktery se vyskytuje na priniku obou téchto typt pojisteé-
ni. Ac¢koliv primarné zivotni dichody fadime do pojisténi zivotniho (a jen tam
se také vyskytuji v podobé hlavniho produktu), zejména kvili aktudrskym me-
todam jejich ocenéni, které vychézeji z matematickych aparati typickych pro
zivotni pojisténi, presto se s potfebou jejich ocenéni a precenovani setkavame i
v nezivotnim pojisténi. Tam s nimi prichazime do styku predevsim v kontextu
pojisténi odpovédnosti, jako je napf. povinné ruceni.

Pro odhad soucasné hodnoty dtichodu hraji v bézném konceptu hlavni roli dva
determinujici ukazatele: imrtnostni tabulky a vynosové kiivky (¢asto redukovany
do konstantni technické tirokové miry). Pojistovny, které ve svém portfoliu drzi
starsi zivé zivotni pojistky, maji diky soucasnému vyvoji moznost poznat, jak
rozhodny vliv ma dlouhodoby vyvoj obou téchto fenomént na skutecné realizo-
vany profit margin. Vliv prodluzovani véku na tmrtnostni tabulky a dramaticky
pokles technické trokové miry (ktery pochopitelné kopiruje svétovy makroekono-
micky vyvoj) maji pro pojisfovnu vesmés negativni disledky. To motivuje aktua-
ry k rozvoji a pouzivani demografickych a ekonomickych modeli, které by mimo
jiné produkovaly scénafe, na jejichz zakladé se da pristoupit k ocenéni zavaz-
ki s hlub$im porozuménim. Vzhledem k zaméfeni této prace nas budou zajimat
pravé ekonomické modely a scénafe a jejich aplikace v pojistovnictvi.

Neni to vSak pouha vnitini motivace, ktera nas vede k sofistikovanym gene-
ratorim ekonomickych scénaiti. Jeden z nejambicidéznéjsich globalnich projektt
v soucasném pojistovnictvi, Solvency II, jehoz implementace pati do konce roku
2012 k hlavnim cilim mnoha oddéleni pojistné matematiky, podnécuje potie-
bu téchto modelt hned v nékolika bodech [2]. Prvni, mozné trochu oSemetny,
klade zvysené pozadavky na vyssi management, ve smyslu pochopeni pouziva-
nych modeld a jejich vystupt. Ackoliv naplnit tento cil na 100% je prakticky
neuskutecnitelné, da se vsak dosahnout alespon empirického pochopeni principt
fungovani modelu, ale pouze za predpokladu, zZe jim neni pomyslny black box
prejimany od tfeti strany. Nicméné praxe zminéného black boxu je v nasich po-
jistovnach pomérné bézné, at uz ve formé piimého prebirani externé pripravenych
scénaril, nebo pouziti hotovych generatori scénaiti, u kterych lze pripadné nasta-
vit strukturalni parametry a vytvorit si scénafe vlastni, ale bez presnéjsi znalosti
vnitfniho mechanismu. To rozhodné neznamena, ze je tento pristup néjakym zpi-
sobem zavrzenihodny. Méloktera pojisfovna je personalné vybavena na to, aby
vyvinula vlastni modely srovnatelné témi, které lze poridit od spolec¢nosti, které
se na tuto tématiku specializuji. Proniknuti do téchto generatori ale slibuje jed-
nak vhodné aplikace pfi stanovovéani solvenéniho kapitédlového pozadavku (SCR),
dale pak prevenci proti dezintepretacim pii pouzivani prevzatych generatori. To
predstavuje dalsi uplatnéni v kontextu Solvency II. V neposledni fadé je mozné
zminit jesté soucast prvniho pilite tohoto projektu, kde vznika pozadavek na trz-



né konzistentni ocenéni aktiv a zavazkil. I toho 1ze dosdhnout vhodnym uzitim
generatoru ekonomickych scénari.

Modely turokovych mér

Do ekonomickych scénaiti lze zahrnout Siroké spektrum hospodarskych ukazatelti,
od inflace po kreditni riziko. Zcela nejdulezitéjsi ¢asti kazdého takového generato-
ru je vSak model irokové miry. V Zivotnim pojisténi je zohlednéni ¢asové hodnoty
penéz jednou ze zasad jak principidlnich, tak jiz i instituciondlnich (fec¢ je o IFRS
4). Urokova mira (bezrizikovd) primarné zavisi na dvou faktorech: délce obdobi,
na které se vztahuje, a na case. Zatimco pro mnoho aktuarskych instrumentt
postaci, ¢i je pfimo vhodnéjsi pouzit trivializujici pristup s konstantnim pojetim
urokové miry, konstrukce modeld trokovych mér se naopak zaklada na zachy-
ceni dynamiky trokové miry v c¢ase. Vzhledem k tomu, Ze pro ocenéni zavazkt
se ve velké mife v praxi setkdvame s cash-flow modely, neni pfi implementaci
vystupem téchto modeld vSak pro nas bude v této praci predikce trokové miry
v kratkodobém i dlouhodobém horizontu a odhad jejiho rozdéleni pomoci simulaci
typu Monte Carlo.

Stochasticky pristup k modelovani trokové miry neni na poli ekonomické te-
orie novinkou, slavné modely, o kterych bude tato prace jednat, jsou verejnosti
znamy jiz desitky let. I Black-Scholestiv model, jeden ze zékladnich instrumentt
ocenovani finan¢nich derivatt, ktery ve své zakladni verzi pocitad s konstantni
trokovou mirou, byl déle rozsiten na tirokové miry zavislé na ¢ase (modelované
stochasticky), bez ¢ehoZ by nebylo mozné ocenit napt. opce na trokové miry [2].
Neni prekvapivé, ze z modeli urokovych mér se casto staly popularni praveé ty,
na kterych lze snadno provést nadstavbu Black-Scholesova modelu.

Pro lepsi pfedstavu o modelech trokovych mér si je rozdélme do nékolika
zékladnich kategorii (vzhledem k tomu, Ze vétSina dostupné odborné literatury
je v angli¢ting, budeme uvadét i anglickou terminologii) [2, [4]:

e Modely okamzité spotové trokové miry (Short Rate Models)

— Jednofaktorové modely
pr. Vasickiuv, CIR, CKLS
— Vicefaktorové modely
pr. dvoufaktorovy Hull-Whiteiv model

e Modely okamzité forwardové trokové miry (Forward Rate Models)
pr. HIM

e Trzni modely (Market Models)

— Trzni LIBOR model (LIBOR Market Model)
— Trzni swapovy model (Swap Market Model)

V této praci nas budou zajimat modely okamzité spotové tirokové miry. Oka-

.....



instantaneous interest rate [12]), je chdpana jako tirokova mira vztahujici se na in-
finitezimalni ¢asovy okamzik. S jeji nevyhodou, totiz Ze neni piimo pozorovatel-
na na trhu, se vétsinou vyporadame tak, ze vezmeme jednodenni trokovou miru
(overnight) jako dostatetnou aproximaci. Svoji povahou se pak okamzita troko-
vé mira perfektné hodi pro modelovanim prostirednictvim diferencialnich rovnic.
Ke stochastickym diferencidlnim rovnicim nas vede i to, Ze se irokova mira chova
konceptualné stejné, jako napi. cena obligace nebo ménové kurzy, u nichz se tento
pristup tspésné pouziva [3]. Vysledné aplikace pak pouzivame i na tirokové miry
platné po delsi ¢asova obdobi. U této tridy modeltt mame dale na vybér mezi
jedno a vicefaktorovymi modely. Faktorem je zde myslen zdroj nejistoty (sour-
ce of uncertainty), modelovan pomoci spojitého Wienerova procesu (Browniv
pohyb). Obecné plati, ze vicefaktorové modely poskytuji vétsi volnost v poctu
modelovanych jevi (napf. oddélené modelovéani volatility ¢i rovnovazné hodnoty,
vice zdroju nejistoty ovliviiujici vyvoj turokové miry), je u nich vSak t¥eba dbét
zvysené pozornosti na praktické uplatnéni a jednoduchost kalibrace. Jiné mozné
déleni rozlisuje rozlisuje modely okamzité spotové tirokové miry na rovnovazné
(equilibrium) a bezarbitrazni (no-arbitrage) [12]. Prvni zmirlované jsou zalozeny
na praktickém predpokladu dlouhodobé rovnovahy, specidlné navratu ke stred-
ni hodnoté (mean-reversion), modelované pomoci driftového faktoru. Nevyhoda,
kterda se s nimi poji je, Zze neni mozné je nakalibrovat na pravé pozorovanou
urokovou kfivku - ta je totiz jejich vystupem, nikoliv vstupem (tzv. endogenni
vlastnost ekvilibridlnich modeli [3]). U bezarbitraznich modelt je tomu naopak.
Dosahuji toho tim, Ze driftovou slozku modeluji zévislou na ¢ase (napf. variabilni
rovnovaznou hodnotou jako u vicefaktorovych modelit). Je mozné tyto modely
stavét rozsifenim modelt ekvilibria.

Jednou z kritik stavajicich short rate modeld je omezena moznost volby (k¥iv-
ky) volatility, kterd je v modernich prostiedcich finanéniho modelovéni (jako jsou
napf. modely ARCH, GARCH) povazovana za klicovou. Dalsi nevyhodou je ne-
jasné uchopeni kovarianc¢ni struktury forwardovych trokovych sazeb. Na tyto sti-
muly reaguji modely, které si jako fundamentalni jednotku pro modelovani berou
okamzitou forwardovou trokovou sazbu [4]. Tyto modely sleduji stochasticky vy-
voj celé urokové krivky, jsou vsak vypocetné velice naroc¢né a hodi se spise pro
vyzkumné tcely nez rutinni ocenovani [12].

Nevyhodou obou dosud zminénych tfid je jiz zminénd nemoznost pozorovat
okamzité (af uz spotové ¢ forwardové) tirokové miry na trhu. Napravit se to
snazi tfeti zminéna tfida, market modely. LIBOR market model (LMM) pouziva
prostfedky forwardovych mér, které jsou kétovany na trhu (jde aplikovat i na jiné
sazby nez LIBOR). Na podobném principu funguje trzni swapovy model, ktery
misto capu, které jsou ocenovany v LMM, ocenuje swapce. Ani tyto modely se
v8ak neobejdou bez jistych komplikaci [4].

Cile

Klicovym modelem nasi prace bude jednofaktorovy ekvilibridlni model okamzité
spotové trokové miry CIR (Cox-Ingersoll-Rosstiv), o jehoZ zavedeni a vlastnostech
pojednava prvni kapitola.

Nez se pustime do teoretického rozboru a aplikaci, je vhodné vytycit si ci-
le a ocekavani, které klademe na vysledky této prace. Prvotni otazkou je, jaké
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vSechny vlastnosti dynamiky trokové miry chceme modelovat. Jako logicka se
jevi vlastnost navratu k rovnovazné hodnoté (mean-reversion), kterd se u velké
¢asti short rate modeld objevuje. Jakym zpiisobem toho ve stochastické struktu-
fe modelu docilime bude vidét v nasledujicich partiich. Jiny jev, ktery je mozné
pozorovat ve spojitém vyvoji trokovych kiivek, jsou skokové pohyby. Modely
(jump-diffusion), které se snazi je zapracovat (napf. pridanim Poissonova proce-
su a veli¢iny urcujici vysi skoku) vsak mohou zkreslovat dlouhodoby vyvoj, ktery
je pro nas dulezity. Efekt skoki tedy zohlednime pouze v parametru volatility.
Volatilita jako urcujici mira zdroje nejistoty je naopak nedilnou soucasti arokové
dynamiky, u které nepanuje nazorova shoda na presné vyjadieni v modelu. Zmi-
nény CIR model pouziva volatilitu zavislou na odmocniné aktuélni vyse drokové
miry, coz jak uvidime dodava modelu nékolik prirozenych vlastnosti. Vzhledem
k celu modelu, kterym je zejména praktické pouziti a implementace, se omezime
na jeden zdroj nejistoty (jednofaktorovy model).

Méame-li rozmysleno jaké vlastnosti bude nami pouzity model mit, mizeme
se ptat, zda takovy model spliuje pozadavky, které na néj klademe. Vzhledem
k tomu, Ze néas zajimaji predevsim budouci iirokové miry, bude stabilita predikce
jednou z priorit pfi testovani modelu. Diiraz pritom bude kladen jak na kratkodo-
bou, tak dlouhodobou predikci budoucich sazeb. Pritom se neomezujeme pouze
na uzsi vysledky jako je bodova predikce (dokonce zadny z dosud prezentova-
nych modelt nedokézi odpovidajicim zptisobem pfinést konzistentni, korektni a
praktickou pfedpovéd [9]), naopak nés zajimaji realistické scénaie, které kromé
stfedni oc¢ekavané hodnoty prinaseji i informaci typu worst-case a best case sce-
nario, tedy intervalové odhady zalozené na Monte Carlo simulacich.

S tim je spjat pozadavek na racionalni vypocetni obtiznost. Ackoliv dnes-
ni vypocetni technika jiz dokaZze robustni vypocty, které byly v dobé objeveni
vétsiny zde zminénych modelt nemyslitelné, presto zlistava vypocetni doba nato-
troskota na poli praktického vyuziti. Klicovou roli hraje kalibrace modelu. Vede-li
metoda kalibrace na tilohu fesitelnou algoritmem obsahujicim iterativni metodou
(jako je tfeba maximalizace slozité nelinearni funkce, coz je v praxi velice ¢asté),
je casova slozitost pri potrebé vyssiho poc¢tu kalibraci nezanedbatelna. Rizné im-
plementacni metody kalibrace, které lze pouzit na odhady parametrt u modeli
urokovych mér obecné, ale budeme je rozebirat zejména pii aplikace na zminéni
CIR model, jsou rozebrany ve druhé kapitole této prace. Jedna se zejména o tii
hlavni pouzivané metody, metodu nejmensich ¢tverci (OLS), metodu maximalni
vérohodnosti (MLE) a momentovou metodu (GMM).

Casto kladeny pozadavek je snadné kalibrace na finanéni derivaty, které z mo-
delti arokovych mér tézi na trhu nejvice. Ackoliv toto pro nas neni prioritni, tak
model, ktery jsme vybrali (CIR) se pro préci s finanénimi derivaty hodi, dosazené
vysledky v implementaci tedy mohou mit Sirsi aplikaci.

Kromeé dostatecné jednoduchosti kalibrace modelu pro praktické pouziti na his-
torickd data budeme chtit model také validovat, tedy ovérit, ze dava racionalni
a konzistentni vysledky (back-testing). Toho dosdhneme napf. sérii simulaci, pii
kterych nagenerujeme sady scénaii z modelu s variabilné volenymi parametry a
nasledné ovéiime, ze vybrand kalibra¢ni metoda odhaduje parametry nestranné
a stabilné. V téchto experimentech 1ze sledovat, jak zavisi ispésnost konkrétnich
metod na veli¢inach jako je pocet historickych dat, vliv volatility nebo vlastnos-



ti trendu. Schopnost modelu predpovidat a vlastnosti riznych metod kalibrace
budou detailné otestovany v praktické casti ve tfeti kapitole. Pro implementaci
pouzijeme profesionalni matematicky software Mathematica verze 7 a 8, které ma
v praxi pojistny matematik casto k dispozici.



1. Vybrané modely urokovych
mer

vvvvvv

jejich déleni a naznacila, které vlastnosti pro nas budu klicové. Vyty¢ili jsme si
také, ze kalibraci a implementaci budeme soustfedit na model CIR. V této ka-
pitole postupné odvodime jednotlivé slozky CIR modelu, teoreticky je popiseme,
ilustrujeme vyznamy parametr a ucelime si fakta a znaceni, ze kterych budou
vychézet dalsi ¢asti této prace. V rdmci kontextualizace zminime jesté dva dalsi
modely, jednak Vasicktv, ktery je vyvojovym predchiidcem naseho tustiedniho
modelu, dale pak model CKLS (Chan, Karolyi, Longstaff, a Sanders), jenz je
naopak jeho zobecnénim a budeme ho vyuzivat pii pozdéjsi kalibraci.

Nez pristoupime k zavedeni modelu, podivejme se na ukazku trajektorie iroko-
vé miry (6-mési¢ni LIBOR na Euro, kétavany v pracovni dny za rok 2010, celkem
192 kétact, obr. [L1]), jejiz modelovani a predikce predstavuji typicky tikol pro apli-
kaci naseho modelu. Vzhledem k diskrétni formé pozorovani nezaznamenavame
skokové vyvoje, typické pro spojity vyvoj finac¢nich fad. I diskrétné pozorované
trokové miry modelujeme spojité (takovy je standardné i jejich vyvoj bez ohledu
na kétaci), k diskretizaci ptistoupime az ve fazi implementace.

)
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Obréazek 1.1: 6-mési¢ni LIBOR na Euro v denni kétaci (2010) [§].

1.1 Drift

Pokusime se nyni rozlozit chovani takovéto casové fady do dvou slozek: driftova
(aroverti) a volatilni (diftzni, ndhodnd, rusici, Sum) [9]. Driftovou slozku uvazu-
jeme standardné deterministickou, bez ndhodné komponenty. Podivejme se na-
priklad, jak by vypadal zcela nejjednodussi model tdrokové miry, pokud bychom



prevzali schéma typické pro modelovani ceny akcie (tedy rist danym tempem):
dr(t) = pr(t)dt, r(0) = ro.

V textu budeme pouzivat tuto intuitivni notaci, kterda ma ale korektni podtext.

V tomto pfipadé by slo rovnici upravit do tvaru

dr(t)
dt
Z druhého vyjadreni je jiz vidét explicitni feseni takovéto rovnice a to

= ur(t) mneboli r'(t) = ur(t).

r(t) = roe.

vvvvvv

-----

nost navratu ke stfedni hodnoté. Budiz p takovouto rovnovaznou (ekvilibrialni)
hodnotou, p > 0. Poté je ptirozené modelovat r(t) nasledujicim zptisobem:

dr(t) = (p—r(t))dt, r(0) = ro.

Pfidejmé jesté parametr «, ktery bude urCovat rychlost navratu k p (a0 > 0).
Rovnici pak upravime nalezitym zptisobem:

dr(t) = a(p—r(t))dt, r(0) = ro. (1.1)

Explicitni feSeni této rovnice je snadné pomoci metody separace proménnych a
variace konstant [11]. Za¢neme FeSenim homogenni rovnice

dr(t) = —ar(t)dt
d In(r(t))
a
r(t) = Ke ™, K e RY.
Uvazme nyni feseni tvaru r(t) = K(t)e™*, pak
(K(t)e ™) = a(p - K(t)e™)
K'(t)e ™™ = au
K'(t) = aue™
K(t)=pue**+C, C eR,

dale dopoc¢teme konstantu z okrajové podminky:

ry=e “(ue® +C)

ro=p+C
C=ry—p
a konecéné
r(t) = p+ (ro — e, (12)

Z teseni ([2) je dobfe vidét dynamika modelu s touto vlastnosti (mean-
reversion). Pro ilustraci jesté porovnejme v grafu vyvoj dvou arokovych sazeb
podle tohoto modelu, 7“(()1) = ™%, r(()Q) = 3%, p = 1@ = 5%, o = 0.1,
a® = 0.05. Je jasné vidét, jak se model vzhledem k parametriim chova, ovéfi-
li jsme si tedy graficky interpretaci, kterou jsme parametrtim pfisoudili. Nyni
muzeme model obohatit o stochastickou slozku.
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Obrézek 1.2: Priklad v§voje dvou trokovych sazeb podle (I.2).

1.2 Volatilita

Jak jsme jiz zminili, volatilni slozka se typicky modeluje pomoci standardniho
Wienerova procesu [9], budeme ho znacit W (t) (¢ > 0). Pfipomenime, Ze se jedna
o stochasticky proces, charakterizovany témito vlastnostmi [9]:

1. W(0) = 0.

2. W(t) je skoro jisté spojitou funkei ¢.

3. W (t) ma nezavislé, stacionarni pfirtustky.
4. W(t) — W(s) ~ N(0,t — s), kdykoli s < t.

Vzhledem k tomu, Ze je Wieneriv proces standardizovany, zavedeme jesté
parametr volatility o, ¢ > 0. Vezmémé nyni driftovou slozku modelu konstantni
a uvazme model tvaru

dr(t) = p+ o dW(t). (1.3)

Abychom mohli demonstrovat mozné trajektorie takto modelované tirokové miry,
diskretizujme diferencialni rovnici (I3) s krokem A > 0. Kdykoliv v tomto textu
budeme mluvit o diskretizaci, myslime tim diskretizaci standardni (Eulerovu [9]).
Jemngjsi diskretizace (Milshteinova aj.) je sice lepsi aproximaci, ale zbytecné
model komplikuje a efekt ma spise pro modelovani ceny akcii, nez trokovych
mér. Dostavame tedy

=711 +0VAe, o= p (sj.), (1.4)

kde ¢; ~ N[0, A] jsou nezavislé ndhodné veli¢iny.

Porovnejme nyni opét dva modely s réiznou volbou parametrt. Zvolme ;1) =
p?® = 5%, oM =0.001, 0® = 0.0025 a A = 1. Provedme pét simulaci (trajekto-
rii, realizaci) z kazdého modelu a porovnejme je v grafu [[L3l Graf dobfe ilustruje
to, co je teoreticky ziejmé, tedy Ze vySsi parametr volatility (vétsi Sum) zptisobuje
citeln&jsi vychylky ve vivoji trokové miry (a tedy extrémnéjsi scénéaie).
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Obréazek 1.3: Simulace z modelu (I.4]) s nizsi volatilitou (plnou ¢arou) a z modelu
s vyssi volatilitou (pferusované).

1.3 Vasickuv model

Poté, co jsme probrali obé hlavni slozky modelu zv1ast, je na ¢ase spojit je dohro-
mady pfi konstrukei prvniho skuteéné pouzivaného modelu. Predtim jesté uvedme
obecny vzor, kterého se budeme v této praci drzet [12]. Vychazi z obecné defino-
vané driftové a volatilni slozky tak, jak jsme je zavedli. Nas obecny model je tedy

dr(t) = p(r(t),t) dt + o(r(t),t) AW (t). (1.5)

Oldfich Vasicek, ¢esky matematik, zavedl sviij model v roce 1977 [12]. Je
to nejjednodussi prakticky pouzitelny model, je charakterizovan tiremi struktu-
ralnimi parametry (u, a, a ) a je v ném zakomponovana vlastnost navratu
ke stiedni hodnoté. Parametry uvazujeme tak jako v minulém kontextu pouze
kladné. Vasicek vychazi z Ornstein—Uhlenbeckova procesu (modifikace ndhodné
prochézky) s konstantnimi koeficienty [4]. Volatilni slozku modeluje velmi jedno-
duse, o(r(t),t) = 0. Diky své nekomplikovanosti se hodi pro ocenovani zakladnich
finan¢nich derivatt. Model je popsan touto diferencialni rovnici:

dr(t) = a(p —r(t))dt + o dW(t), r(0) = .
Po diskretizaci dostavame
re =11 +alp—ri)A+ oV Ae;. (1.6)

Vzhledem k tomu, zZe tento model pro nas predstavuje pouze vychodisko pro
dalsi praci a pridani dalsich prvkid, nebudeme se jeho vlastnostmi zabyvat prilis
podrobné, uvedme vsak alespor nékolik prvki, které se mohou hodit i v modelech,
které na néj navazuji. Jak je uvedeno v [4], hodnota r(¢) ma norméalni rozdéleni
(podminéné znalosti situace v ¢ase 0). Stfedni hodnota odpovida nasemu vypoctu
(L.2), tedy

g+ (ro — pe™". (1.7)
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Rozptyl je pak roven
—(1 — e 2. (1.8)
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Obréazek 1.4: Simulace z Vasickova modelu (L.6]).

Podivejme se opét na ukazku simulaci z tohoto modelu. Zvolme A =1, u =
3%, a = 0.05, 0 = 0.005 a rg = 1.5% a vygenerujme 20 simulaci z Vasickova
modelu (L6). Z grafu [[4] je vidét zakladni nevyhoda Vasi¢kova modelu: trokové
miry v ném mohou nabyvat i zapornych hodnot.
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| I i

~0.02 000 0.02 0.04 0,06 0.08

Obrazek 1.5: Histogram konec¢nych hodnot simulaci z Vasickova modelu (L.).
Zkusme nyni vygenerovat 1000 simulaci o 40 krocich a podivejme se na his-

togram kone¢nych hodnot téchto simulaci[LL5l Z grafu lze usoudit, ze prepodklad
normality dat je racionalni. Stfedni hodnota téchto dat je 0.02737 a vybérovy
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rozptyl 0.00024605. Porovname-li to se skutecnou stfedni hodnotou a rozptylem
podle (L7) a (L8), ty vychazeji 0.02797 a 0.00024605 - Monte Carlo simulace
tedy poskytuje dobry odhad skutecnych teoretickych vlastnosti modelu.

1.4 CIR model

Nevyhoda mozné zapornosti irokové miry nas vede Gprave, kterou jiz dostaneme
centralni model nasi prace. Cox, Ingersoll a Ross v roce 1985 odvodili model tro-
kové miry z obecné rovnovazného modelu ocenovani aktiv (general equilibrium
asset pricing model) [6]. Z pohledu Vasickova modelu se vsak jednd o jedno-
duchou nadstavbu, pti které si uvédomime, Ze volatilni slozka procesu nezavisi
jen na konstantnim parametru, ale je timérna piimo vysi modelované trokové
miry. CIR model vychazi z odmocninové difazni slozky (root-diffusion [4]), tedy
o(r(t),t) = o4/r(t) a celkové pak je CIR model popsén (za predpokladu kladnosti
strukturalnich parametri)

dr(t) = a(p—r(t)) dt + o+/r(t) AW (1), 7(0) = r.

Pro ucely pozdéjsi aplikace uvedme jesté druhou parametrizaci [5]:

dr(t) = (o + B'r(t)) dt + o' \/r(t) AW (t), 7(0) = ro,

ktera je na prvni pohled ekvivalentni a parametry obou vyjadfeni lze vzajemné
snadno vyjadrit. Kromé toho, ze druha parametrizace jiz nemusi spliiovat pod-
minku kladnosti parametrti (kromé o’), nemé také intuitivni interpretaci, a proto
se budeme drzet spiSe prvni rovnice.

Hlavni vyhodou modelu je, Ze pii splnéni podminky

ap > o’

je zaruceno, Ze modelovand urokova mira ztistane kladnd [4]. Jak zminuje De Rossi
[7], kromé tohoto atributu se stal CIR model popularni jesté kvili dalsim dvéma
charakteristickym vlastnostem, které lze pozorovat na mnoziné realnych dat:

e podminénd heteroskedasticita (v kontrastu s Vasickovym modelem), tedy
nekonstantni (podminény) rozptyl a

e Casové proménné trzni cena rizika (time-varying market price of risk), tedy
zévislost Sharpeova poméru, ktery méri rizikovou prémii na jednotku rizika,
na case.

Pro nase simulace je trochu nepiijemné, ze pti diskretizaci mize dojit k to-
mu, ze urokova mira i pii splnéni téchto podminek klesne do zapornych hodnot
a simulace dale nemtize pokracovat. To je vSak dano tim, ze diskretizace diferen-
cialni rovnice je pouze jejim priblizenim, aproximace. Pokud si vezmeme stejnou
simulaci s jemnéjsim krokem, zaporné trokové miry by se nabyt z podstaty mo-
delu nemélo. Kromé zjemnéni diskretizace se budeme zapornym hodnotam pri
simulacich vyhybat i vhodnou volbou parametri.

Ptistupme opét k diskretizaci modelu, analogicky jako v (L6)):

re =11+ a(p—ri1)A+ o\ Ar e, (1.9)
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resp.
re =711+ (& 4+ B'ri1)A + o'/ Ary_q€. (1.10)
Piedtim nez zkusime (jako u Vasickova modelu) vygenerovat simulace a po-
rovnat vysledky, upfesnéme jesté rozdéleni r(t), za podminky znalosti situace
v case 0 [4]. Mohli bychom obecné&ji uvést podminénou stfedni hodnotu a rozptyl
za podminky sigma algebry ”informace” v ¢ase s < ¢, spokojime se vSak pouze
s s = 0. Podminéné stfedni hodnota pak je stejné jako v (L) rovna

pA+ (ro — e, (1.11)
podminény rozptyl 1ze vyjadrit o néco komplikovanéji jako
2 2
g —at —2at o —at\2
— — —(1— . 1.12
ro (e — )+ p (1 — ) (112)

S rozdélenim r(t) je to jiz komplikovanéjsi [0, [10]. Oznac¢me vektor struktu-
ralnich parametri 0 = (a, p, o), vezméme At > 0 a uvazme podminénou hustotu
rozdéleni r(t + At) za podminky znalosti r(¢) a parametri 6:

/2
p(r(t + AB)|r(t), 0, At) = ce™ (3)‘] I,(2v/av), (1.13)
u
kde
B 2a

0-2(1 _ e—aAt)’

u = cr(t)e >,

v=cr(t+ At),
2au

9=—3 = 1

a I,() je modifikovand Besselova funkce prvniho druhu a fadu ¢. Pfejdeme-li
k transformaci s(t) = 2cr(t), a oznacime jeji podminénou hustotu g, lze psét

g(s(t+ At)]s(t), 0, At) = %Cp(r(t + Ab)|r(t), 0, At) = x*(s(t + At), 2q + 2, 2u),

neboli s(t) mé4 necentralni y? rozdéleni s 2¢+ 2 stupni volnosti a decentralizujicim
parametrem 2u.

Nyni provedme 20 simulaci, pro pfesné porovnani vezméme stejné trajektorie
Wienerovych procest jako u Vasickova modelu, volbu parametriit ponechme stej-
nou s vyjimkou parametru volatility, kde doslo ke zméné struktury a proto volime
o = 0.025. Z grafu je vidét, ze chovani trokovych mér zlistava analogické to-
mu v graful.4], ale prava driftové slozky jiz nedovoluje trokové mife tak snadno
klesnout do zapornych hodnot.

Vygenerujme déle jingch 1000 simulaci (tentokrat s odlisnymi trajektoriemi
Wienerovych procestl) a podivejme se na koneéné hodnoty po ¢tyficeti krocich,
ri(40), i = 1,...,1000. Pramér, resp. vybérovy rozptyl vychazeji z dat 0.02800,
resp. 0.000159 coz koresponduje s teoretickymi hodnotami dle (L.11]) a (I.12]), kte-
ré jsou rovny 0.02797, resp. 0.000184. Jesté zajimavejsi je pohled na histogram
[L.7] transformovanych konecnych hodnot s; = 2cr;, ktery jsme prolozili hustotou
necentrovaného x? rozdéleni s pifslusnymi parametry (viz vyse). Graficka repre-
zentace tohoto porovnani presné potvrzuje teoretické poznatky.
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Obrazek 1.6: Simulace z CIR modelu (L9).
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Obrazek 1.7: Histogram (transformovanych) kone¢nych hodnot simulaci z CIR
modelu (LY) prolozeny hustotou necentrovaného x? rozdéleni.
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1.5 CKLS model

Posledni a nejobecnéjsi model, kterym se budeme zabyvat, je dilem autortt Chan,
Karolyi, Longstaff, a Sanders z roku 1992 [9]. Ackoliv jeho aplikace je v mnohém
omezena, bude se nam hodit pro obecnéjsi schéma pro kalibraci CIR modelu
v dalsi kapitole. Vychazi z CIR modelu a zobecnuje ho tim, ze v diftizni slozce
nechava volné€jsi zavislost na tirokové mire:

dr(t) = a(p —r(t))dt + or?(t) dW (t), r(0) = ro.

Parametry opét uvazujeme pouze kladné. Model v sobé zahrnuje Vasicktuv
(v = 0), CIR model (y = 1) a jiné. O jeho rozdéleni jiz obecné nelze ¢init zidné
zévéry. Jak je uvedeno v [9], zajimavé vysledky dava volba v = % (Conley se svym
kolektivem pomoci GMM odvodili, Ze tato volba je v jistém smyslu optimalni).
Diskretizace je ziejmou analogii predchozich vysledki:

re =111+ a(p—r1)A+oVAr] e, (1.14)

resp.
re =711+ (& + B 1)A + a’\/ZrZ,let. (1.15)
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2. Kalibrace

Kalibrace je klicovy krok pfi aplikaci modelu na konkrétni data. Je ji mysleno
nastaveni (odhad) parametrt tak, aby model ”pasoval” na trzni (historicka) data.
Nakalibrovany model pak lze pouzit k predikci, popisu statistickych vlastnosti
modelované arokové miry aj. Samotny odhad parametrti neni teoreticky narocny,
imunni vzhledem k ¢asové slozitosti, univerzéalni (tj. fungovala obecné, nedélala
problémy na nékterém specifickém vzorku) a davala racionalni a stabilni vysledky,
k tomu je zapotiebi rada testli a experimentii, které budou obsahem nasledujici
kapitoly. Tato ¢ast pro né poskytne teoretické zazemi.
Do tvahy vezmeme tyto standardné pouzivané metody [9, [10]:

e Metoda nejmensich ¢tverc (OLS, Ordinary Least Squares)
e Metoda maximélni vérohodnosti (MLE, Maximum Likelihood Estimation)

e Obecna momentova metoda (GMM, Generalized Method of Moments)

Nejprve upresnéme tlohu a znaceni: uvazujeme historicka pozorovani troko-
vych mér ry,, i = 0,...,N (N € N). Pro jednoduchost budeme brat t; = iAt,
i = 0,...,N (specidlné tedy to = 0), neboli r, = riar = 74,_,+a¢ jsou ekvi-
distantni pozorovani. Nasim tkolem je spolehlivou statistickou metodou odhad-
nout strukturdlni parametry modelu (v pfipadé CIR to jsou «, p a o). Diky
tomu, ze jsme v predchozi sekci vénovali dostatek prostoru pravdépodobnostnim
vlastnostem jednotlivych modelt (zejména hustotdm a podminénym momentim
modelovanych trokovych mér), mame pfipraveny aparat pro rychlé zavedeni vyse
vyjmenovanych metod.

2.1 Metoda nejmensich ¢tvercu

Tato zakladni a nenaro¢na metoda nema problémy s ¢asovou slozitosti. Na druhou
stranu déva natolik nepostacujici vysledky, ze neni v praxi piili§ pouzitelna [9]. T
presto ma smysl si ji uvést, miize totiz slouzit k ziskani pocatecnich odhadi pro
néjakou sofistikovanéjsi metodu.

Vezméme diskretizaci CIR modelu (L9) v souladu s nasim znacenim:

Ty, = T4y + CY(,U — Tti,l)Ati + 04/ Atﬂ“tiilﬁti, Atz = tl — ti—17 1= 1, ce 7]V,

vvvvvv

tvaru:

Tty =Tty = O[(:u - Ttv’,—l>At +o V Atrti—leti
Ty, — T, auAt
= — o1y, At + oV Atey,.
\V Tty AV Tty ho '

Odtud jsme jiz schopni nalézt odhady parametru driftové slozky, vyuzijeme-li
symetrického rozdéleni ¢;, a minimalizujeme soucet ¢tvercovych chyb:

N oy r At ’
. — . «
( GRS a +a,/7’ti1At> : (2.1)

\/rtifl \/Ttifl
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Tato tloha uz je snadno Fesitelné (lze ji dovést az do explicitnich vzorcd, ty ale
nebudeme potiebovat [10]). Odhad parametru volatility pak ziskdme nésledovné:

2
N Tty =Tt aAtf ~

1| im0 ( N +O‘V”i—lm>

VAL N '

(2.2)

o=

2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti je vhodna v pripadé, Zze zname hustotu rozdéleni
modelované veli¢iny (napf. v pfipadé CIR modelu). Pracuje na zndmém konceptu
(obecné viz [I]), tedy volbé parametru tak, aby skuteéné pozorovana data byla
nejpravdépodobnéjsim moznym vysledkem (maximalné vérohodna).

Definujme vérohodnostni funkei [10]

N

L(Q) = Hp<Tti |rti717 9, At)a

=1

kde p je hustota definovana vztahem (LI3). Odpovidajici logaritmicka vérohod-
nostni funkce je

N
(0) =W L(®) =Y Inp(rylr, .0, At),
i=1
odkud po dosazeni z (L.13) dostavame

Uy

N
1 .

1[(0) = Nln(c) + Z (—uti — v, + éqln <Utz) +In Iq(2w/utivti)),
i=1 i

kde

Odhad pak ziskdme maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce, tedy

0 = (&, fi,0) = argmax (). (2.3)
0
Pfi maximalizaci uvazujeme (je-li to mozné a nekomplikuje-li to vypocet) zminéné
restrikce parametrt (kladnost).

2.3 Obecna momentova metoda

Momentova metoda vychéazi ze znalosti teoretickych momentt z rozdéleni mode-
lované trokové miry [9, [5]. Ty pak porovndme s vybérovymi momenty z pozoro-
vanych dat a vybirame parametry tak, abychom dostali v jistém smyslu nejlepsi
shodu. Hodi se zejména v ptipadé, ze nezndme presnou hustotu rozdéleni (napf.
u CKLS modelu), nebo je-li MLE vypocetné prili§ naroéna. Mezi jeji nevyhody
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pii aplikaci na CIR patfi to, Ze ignoruje znamou hustotu (nevyuzivame tedy plnou
informaci). Také byva obtizné uréit momenty, které do porovnéani zahrnout.

Upustme na chvili od znaceni, které jsme pro tuto kapitolu zavedli a zpra-
cujme metodu obecnéji. Necht 6 opét reprezentuje sadu parametrii, které chceme
odhadnout,

(91, ooy Ok).
Pokusime se najit funkce f;(r(¢ )|9), J= ,m, m >k, takové ze
E[f;(r(t )IQ)]
V souladu s nasimi pozorovanimi ry, ..., 7, ziskdvame vybérové protivzorky

g;(0 N+1ij j=1,...,m.

t=to

Ptejdéme nyni k vektorovému zapisu:

Far®10) = (fi(r@)]0),- -, fu(r(£)10))
9(6)2(91(0)7"‘7gm< N+1Zf

J(0) = g(O)W (0)g" (0),

kde W (0) je pozitivné-definitni vahova matice (7" znaci transpozici). Pro optima-
lizaci vypoctu je mozné volit vahovou matici identickou. Odhad 6 pak ziskame
minimalizaci J(0):

0 = argmin J(0).
9

P1i standardnim postupu se snazime najit momenty tak, aby m = k, pak jsme
vét§inou schopni odhadnout parametry tak, aby J (é) =0.

Aplikujme nyni tento obecny postup na model CKLS. Uvédomme si, ze tato
metoda bude také pouzitelna pro model CIR: jakmile pro sadu parametri CKLS
modelu 6 = (o, i, 0,7) najdeme funkce f;(r(¢)|0), j = 1,....m, m > k =4
spliiujici vyse zminéné predpoklady, pak Ize stejnou sadu funkei pouzit i pro odhad
parametri modelu CIR 6’ = (o/, i/, 0'), sta¢i v nich dosadit 0 = (o/, 1/, o, %) a
stale plati m > k > k' =

Uvazme tedy model CKLS, diskretizaci (L15) a volme A = 1. Ozna¢me déle

~ / 'y’ _ / !/
€ =0T 16 =Tt —T4—1 —Q — 6 Tt—1.
Vzhledem k rozdéleni ¢; je zfejmé, ze
=1 1. _
El[&] = o'r] Ele] =0
~2 12 2+ 122+
Elé] = oy Ele] = o"r .

Uvédomime-li si navic, ze € je nekorelovany jak s €1, tak s r;_;, dochazime
k nasledujici volbé vektoru f(r(t)|0):
€&
€1Tt-1
f(r(t)|0) = & — 0/27}27,1

(& = o™r{T)res

Pak plati E[f(r(¢)|#)] = 0 a lze uplatnit vySe uvedeny postup.

18



3. Implementace

Teorie v predchozich ¢astech nam pripravila solidni aparat pro praktickou apli-
kaci. V této c¢asti srovname jednotlivé metody odhad® parametri, vyzkousime je
na realnych i simulovanych datech, podivame se na jejich stabilitu a nestrannost,
stejné tak jako na ptipadné problémy, které mohou nespravnym nebo neopatrnym
pouzitim vzniknout. Sousttedit se budeme na predikci budoucich trokovych meér,
ktera je pro ocenéni rent stézejni. Dilezitou soucasti analyzy bude i vypocetni
narocnost odhadt. Implementaci uskutecnime v softwaru Wolfram Mathematica
(verze 7 a 8) a pouzijeme zabudované algoritmy na nalezeni minima a maxima
funkce. K implementaci vzdy plné postaci poznatky shrnuté v predchozich kapi-
tolach, na které se budeme odkazovat, neni tedy potieba uvadét ¢asti zdrojového
kédu. Predikci uskutecnujeme intuitivnim zptisobem, tedy zanedbanim volatilni
slozky v diskretizovaném modelu.

3.1 Metoda nejmensich ¢tvercu

r

0.0096 -
0.0094 -

0.0092 -

\ \ \ \
t
10 20 30 40

Obrazek 3.1: 6-mési¢ni LIBOR na Euro v denni kétaci (2010, prvnich 40 kétaci).

Tato metoda je viypocetné nejjednodussi a pokud by davala pro nékteré situace
postacujici vysledky, jednalo by se tim o nejpraktictéjsi metodu. Poznatky jinych
autort ale kvalitu této metody zpochybnuji [9]. Zaénéme s kalibraci CIR modelu
dle znaceni diskretizace ([L.9), A = 1. Kalibrovat budeme metodou OLS, zajimat
nas budou odhady fi, & dle notace (Z1I). Jako pozorovani pouzijeme jiz zminéné
denni kétace 6-mési¢ni sazby LIBOR (viz graf [[1]). Nejprve zkusime odhadnout
parametry s pouzitim vsech 192 sazeb roku 2010. Vysledné odhady jsou

(i, &) = (0.07045,0.000124).
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Vysoka rovnovazna uroven koresponduje se strmym ristem sazby v druhé po-
loviné roku 2010. Pokud by néas zajimala predikce pro zacatek roku 2012, o té
model na zdkladé znalosti posledni denni kétace roku 2010 (1.13%) predpoklada
rist na troveni 1.28%. Tato predikce vSak nepocitéd s kvalitativnimi odhady napf.
celkové trzni situace. Ve skutecnosti byla jiz v ptilce roku 2011 tato sazba na
trovni 1.66%.

0.00930 -
0.00925 |- S~
0.00920 |-
0.00915 |
: ——LIBOR
0.00910 ¢ - — — predikce
0.00905 -
[ I | I | I | I | I I | t
15 20 25 30 35 40

Obréazek 3.2: Porovnani skuteéného vyvoje a predikce zalozené na posledni (20.)
kalibrované kétaci.

Zkusme se nyni zamétit na kratkodobou predpovéd a vezméme prvnich 20
kétaci zminéné sazby v roce 2010, nakalibrujme model a odhadnéme na zakladé
posledni 20.kétace a odhadnutych parametra vyvoj pristich 20 kétaci. Pro orien-
taci se podivejme na prvnich 40 kétaci v grafu B.Il Odhad parametri metodou
OLS nyni dava (i, &) = (0.009189,0.09861). Porovnejme v grafu predikci a
skuteény vyvoj v druhych 20 kétacich roku 2010.

Zatimco v prvnich predikcich jsou nase odhady blizké skutecnému vyvoji, tim
ze jsme nakalibrovali model pouze jednou ztracime moznost reagovat na aktualni
vyvoj. Zatimco je tento pristup v poradku v pripadé dlouhodobych odhadi, pro
jiné ucely (napt. hedging) nés zajima i vyvoj predikce v pfipadé, Ze model kalibru-
jeme pribézné (napi. pti predikei 22.kétace nakalibrujeme model na 2.-21.kdtaci
a bereme predikci o jeden krok, vychézejici z 21.kétace). Na takto popsanou
predpovéd se miZzeme podivat v grafu - jedné se samoziejmé o zpfesnéni,
vzhledem k tomu Ze pfedpovidame v kazdém case pouze o jeden krok dopfedu,
presto vSak vysledky nejsou o moc lepsi, nez kdybychom vzali pfedpovéd zcela
primitivni (napf. hodnotu minulé kétace). Celkové tedy takova predikce nespliiuje
pozadavky, které na ni klademe. Je tieba si vSak uvédomit, Ze to neznamena se-
lhani modelu - mozna jsme pouze pouzili nevhodnou metodu kalibrace. To ukazi
dalsi az vypocty v této casti. Podivejme se jesté na nestabilitu této metody, ktera
z grafu predikci neni viditelna a odhali ji az dikladnéjsi zkoumani odhadnutych
parametri. Podivejme se na vyvoj odhadu i v grafu 3.4 (¢as znac¢i dobu, ve které
jsme odhad teoreticky uskutecnili). Nahly propad odhadu rovnovazné trovné v

20



0.00930 |-
0.00925 |- o
0.00920 |-
0.00915 |-
: ——LIBOR
0'00910; - — - predikce T
0.00905 |-
[ S B S RS N
15 20 25 30 35 40

Obrazek 3.3: Porovnani skute¢ného vyvoje a pribézné predikce zalozené na po-
sledni kalibrované kétaci.

casech 29 a 30 reaguje na strméjsi pokles sazby v téchto casech, ukazuje ale na
vykyv, ktery bychom od stabilni metody neocekavali. Zajimavé bude porovnani
se stejnym odhadem pomoci jiné metody.
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0.004 -

0.002 -

\ \
25 30 35

Obrazek 3.4: Vyvoj odhadu parametru pu.

Zkusme nyni ovérit, zda OLS odhaduje parametry v jistém smyslu nestranné
a presné. Vygenerujme 100 simulaci (kazdou o 50 krocich) z modelu CIR s pa-
rametry u = 2%, a = 0.05 a 0 = 0.005. Za pocatecni troveil (v ¢ase 1) volime
ro = 2.5%. Na vyvoj simulaci se podivejme v grafu [3.5] poté co jsme se seznamili
s chovanim modelu pfi nastaveni jednotlivych parametrt v prvni kapitole vidime
oc¢ekavany priitbéh smérem k rovnovazné hodnoté.

Odhadneme stokrat (z kazdé realizované simulace) parametry modelu CIR.
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Obrazek 3.5: 100 simulaci délky 50 z modelu CIR.

Pokud se mame spolehnout na odhady metody OLS, mély by aritmetické priméry
odhadnutych parametrti (ozna¢me je fi, & a ) byt blizké skuteénym hodnotam.
Porovnejme toto v néasledujici tabulce:

skutetné hodnoty | = 0.0200 | o = 0.0500 | o = 0.00500

odhadnuté hodnoty | g =0.0199 | & = 0.1310 | 6 = 0.00475
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Obrazek 3.6: Dvojice odhadu {/, &}.

Zda se, ze hodnota rovnovazna trovné, ktera je pro nas dilezita, je odhadnuta
velmi presné. Naopak parametr rychlosti konvergence, ktery je také dilezity pro
predikci, neni odhadnut pfesné. Bude zajimavé také zjistit, zda odhady i a &
nelezi na primce, nebo zda se dvojice téchto odhad® neshlukuji u néjakého bodu.
Graf nam pomduze tyto hypotézy zmapovat. Pfi pohledu na néj nelze zadnou
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Obrazek 3.7: Histogram odhadi ji.
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Obrazek 3.8: Histogram odhadu &.
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takovou domnénku potvrdit, pouze se projevuje neptresnost odhadu parametru a.

Pro hlubsi analyzu vysledkii se podivejme jesté na histogramy jednotlivych
odhadt na obr. 3.7, B.8 a[3.9 Ty potvrzuji, Ze odhady /i a & pomérné spolehlivé
priblizuji skutecné hodnoty parametri.

3.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Kalibrace metodou maximalni vérohodnosti je z nasich metod nejkomplikované;jsi
co se tyce vypocetni slozitosti a citlivosti na konvergenci (pfi minimalizaci loga-
ritmické vérohodnostni funkce). Provedeme analogické studie jako u metody OLS
pro porovnani vysledki. Budeme tedy kalibrovat CIR model v diskretizaci (L9
(A = 1) za pomoci metody popsané pomoci (Z3]). Odhadnéme parametry u a
a ze 192 dennich kétaci 6-mésicni trokové sazby LIBOR z roku 2010. Obecné
lepsich vysledkt konvergence metody MLE jsme dostali, pokud ji implementu-
jeme za pouZiti hustoty necentrovaného x? rozdéleni (s pfislusnou transformaci)
namisto pfimého pouziti vztahu (LI3]). Ani tak vSak maximalizaci slozité logarit-
mické vérohodnostni funkce nekonverguje. Jak upozornuje uz Kladivko ([10]), pro
spravnou funkcénost metody je stézejni urcit pocateéni odhady pro odstartovani
itera¢ni maximalizace. Ty budeme v celé této ¢asti dostavat pomoci metody OLS
- presnéji feceno, v Mathematice se udava interval pro pocatecni odhad, je-li tedy
éOLS odhad strukturalniho parametru prostfednictvim metody OLS, vezmeme za
interval pro pocateéni odhad (0.99 fors, 1.01 éOLS)- Pro maximalizaci standard-
né Mathematica pouzivd Nelder-Meadovu simplexi (ostatni metody, které jsme
zkouseli, byly méné u¢inné) [10]. Pribéh konvergence lze pro zajimavost najit v
tabulce 3.1l na konci prace.

0.00930 |-
0.00925
0.00920 |-
0.00915 |-
: ——LIBOR
0.00910 ¢ - — — predikce
0.00905 |-
[ | I | I | I | I | I I | t
15 20 25 30 35 40

Obrézek 3.10: Porovnani skute¢ného vyvoje a predikce zalozené na posledni (20.)
kalibrované kétaci.

Jak vidime, vysledky kalibrace se lisi od pfedchozi metody:

(i1, &, &) = (0.02100, 0.004490, 0.00003612).
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Tato kalibrace o¢ekava nizsi rovnovaznou hodnotu (2.1%) a rychlejsi tempo kon-
vergence. Pokud se podivame na predikci prvni kétace roku 2012, takto nakalib-
rovany model dava 1.69% (oproti 1.28% pomoci metody OLS). Pfipomertime, Ze
prvni kétace v ¢ervnu 2011 sazby 6M LIBOR na Euro byla 1.66%, da se tedy
ocekavat, ze metoda MLE odhadla sméfovani trhu lépe.

Nyni zopakujme postup pro pribézny odhad denni kétace pro 21. az 40. kétaci
roku 2010 za predpokladu znalosti poslednich 20 kétaci v daném case. Jako poca-
tecni odhad se ukazala jako vhodné vzit pro vsech 20 kalibraci odhad parametrii
pomoci OLS metody z prvnich 20 kétaci (tedy pro vSech 20 vypoctt jsme vzali
stejny interval pro pocateéni odhad). Vzhledem ke komplikacim s konvergenci
jsme pak jesté dali na pocéateéni odhad dalsi podminky (minimélni/maximalni
vyse nékterych parametrt pro spravné vycisleni implementovanych funkci). Graf
nam prozrazuje, Ze vysledky jsou srovnatelné s metodou OLS, kde jsme
konstatovali, ze tato metoda predikce neni odpovidajici.
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0.002 -

\ \ \ \
25 30 35 40

Obrazek 3.11: Vyvoj odhadu parametru .

V ¢em je ale tato metoda lepsi se miZzeme presvédcit v grafuB.I1l Zatimco me-
toda OLS byla nestabilni v tom smyslu, ze pribézné odhady rovnovazné hodnoty
vykazovaly vyznamné kolisani, u metody OLS nic takového nepozorujeme.

Pokracujme jako v pfedchozi ¢asti se simula¢ni studii. Vzhledem k casové
slozitosti vypoctu a slozitosti kalibrace vezméme pouze 50 simulaci (kazda opét
délky 50). Metodiku pro pocéateéni odhad prevezmeme z predchoziho odstavce
- vezmeme OLS odhad parametr prvni simulace (doplnény o dalsi podminky)
a pouzijeme ho jako startovaci bod pro vSech 50 maximaliza¢nich tloh. Ptipo-
menime, Ze skuteéné parametry pro generovani simulaci (scénaii) byly u = 2%,
a = 0.05, ¢ = 0.005 a pocatecni hodnota (v case 1) ro = 2.5%. Vysledky pro
tento klesajici scénar s pomérné rychlou konvergenci k rovnovazné arovni nejsou

pomoci metody Monte Carlo) jsou vidét v tabulce 3.2

skutecné hodnoty | p = 0.0200 | v = 0.0500 | o = 0.00500
odhadnuté hodnoty | 2 =0.0220 | & = 0.1013 | & = 0.00259
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Zatimco rovnovazna uroven je odhadnuta relativné nestranné, rychlost kon-
vergence je odhadnuta 1épe nez u metody nejmensich ¢tvercti, parametr volatility
vsak hiife. Za vhodnou kombinaci lze povazovat odhad i pomoci OLS nebo MLE,
odhad & metodou maximéalni vérohodnosti a ji pomoci metody nejmensich ¢tver-
ct. Co je ale diilezité a miize hrat roli v nepfesné odhadnutém parametru rychlosti
konvergence je, ze jsme prokazali, ze podobnou chybu vykazovala metoda OLS,
ktera nam dala pocatecni odhad. S tim, Ze pocateéni odhad mé rozhodujici vliv
na uspeésnost kalibrace a presnost vysledku, se budeme samoziejmé setkavat i v
praxi, neni tedy nekorektni toto zkresleni promitnout do simula¢ni studie. Pro
ilustraci uvedme jesté graf[3.12] zobrazujici dvojice odhadnutych parametri (opét

nepozorujeme ziejmou regresni souvislost) a histogram pro odhady parametru
rovnovazné hladiny (graf B.13)).
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Obrazek 3.12: Dvojice odhadt {/, &}.
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Obrazek 3.13: Histogram odhadt /.
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3.3 Obecna momentova metoda

Obecnad momentovéd metoda je obecné velmi silny nastroj pro praktické pouzi-
ti, nezavisi tak jako MLE na pocatecnich odhadech a nezpisobuje komplikace
problematickou konvergenci. Zaroven vsSak neni tak transparentni jako MLE a
vyzaduje dikladné otestovani, aby mohla byt brana za seriézni. Pouzijeme ji na
obdobnéa data a tlohy, jako predchozi metody, abychom méli empirické srovnani.
Ackoliv budeme pracovat v diskretizaci (LI0), pro vazbu na predchozi vysledky
budeme uvadét odhadnuté parametry prepoctené do diskretizace (L.9).

Zacneme kalibraci na vsech 192 dennich kétaci sazby LIBOR. Vypocet je
tentokrat rychly a zcela bezproblémovy. Vysledky ukazuji opét trochu odlisnou
dynamiku od predchozich srovnani:

(i, &, &) = (0.02327,0.01018,0.001162).

V porovnanim s vysledky MLE vidime obdobnou ekvilibridlni tiroven, ale rychle;jsi
konvergenci a vyssi volatilitu. I predikce pro zac¢atek roku 2012 je diky tomu vyssi,
vychazi 2.16%. Udélejme jesté predikei pro polovinu roku 2011, u které jiz mame
skutecna data pro srovnéni, tu takto nastaveny model odhaduje na trovni 1.80%,
coz je pomérné blizké skutecné trovni (1.66%).

Pribézna kalibrace na data LIBOR nepftinesla racionalni vysledky, je tedy tie-
ba metodu dtkladné otestovat z hlediska pfesnosti uréovani parametri. Provedme
simula¢ni studii o 100 simulacich délky 50 (volime a = 0.1 a ostatni parametry
stejné jako v minulych ¢astech). Trochu upravime dosavadni postup a vygeneru-
jeme jesté 100 simulaci délky 6. Zkusime odhadnout parametry v obou sadach
simulaci abychom se presvédcili, zda vyssi pocet historickych pozorovani dava
presnéjsi odhad.

skutecné hodnoty p=0.0200 | a = 0.0500 | ¢ = 0.00500
odhadnuté hodnoty (kratka) | o = 0.0240 | @ = 0.4028 | 6 = 0.00236
odhadnuté hodnoty (dlouhd) | & =0.0199 | & = 0.1598 | & = 0.00328

V tabulce vidime, ze vyssi pocet pozorovani opravdu pfiblizil odhadnuté
parametry v prumeéru k jejich skuteénym hodnotédm. Podivejme se v grafu [3.14]
na dvojice odhadu jak u kratkych (oranzové), tak u dlouhych simulaci (modfe).
Ktizek oznacujici dvojici skute¢nych parametrt také ilustruje, ze odhady z dlouhé
posloupnosti jsou vesmés blize skuteéné hodnoté. Obrazky B.15] a[3.17 jeste
ukazuji histogramy odhadt parametrtt pomoci GMM z dlouhych simulaci.
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Obréazek 3.14: Dvojice odhadt {/i, &} - z kratkych simulaci oranzové, z dlouhych
modrte (kfiz znaci skute¢nou dvojici parametrit).
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Obrazek 3.15: Histogram odhadi /.
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Z.aver

Tato prace predstavila nékteré v praxi pouzivané modely arokovych mér a zaméri-
la se na model CIR a jeho praktickou implementaci. Stézejni souc¢asti implemen-
tacni casti je kalibrace parametri modelu na zakladé historickych dat, proto byl
vélky prostor vénovan metodam, pomoci kterych lze odhad realizovat. Rozebrany
byly tfi konkrétni metody: metoda nejmensich ¢tvercii, metoda maximalni véro-
hodnosti a obecnd momentova metoda. VSechny byly rozpracovany nejen obecné,
ale pfimo pro tcely pouziti na CIR model. Dosud publikované ¢lanky se v souvis-
losti s timto modelem vénuji implementaci vzdy pouze v kontextu jedné metody,
tato prace tedy predstavuje zajimavy prehled moznosti implementace.

V klicové kapitole, ktera se vénovala softwarové realizaci teoreticky zpracova-
nych metod, byl model CIR kalibrovan na realné i simulovana data. Pro imple-
mentaci byl pouzit software Wolfram Mathematica 8. Metoda nejmensich ¢tverci,
které v dosud publikovanych ¢lancich nebyla prisuzovana prilis vysoka kredibilita,
se ukazala byti pomérné kvalitnim nastrojem pro odhad dvou ze tii potiebnych
parametri. Citlivéjsi analyza odhalila, ze ackoliv je tato metoda vypocetné nej-
jednodussi ze vSech diskutovanych moznosti, nemusi byt jeji odhady stabilni. Cel-
selhavaji, nebo alespon muze slouzit pro ziskani pocate¢nich odhadu ¢i stanoveni
jen jednoho nebo dvou parametri modelu.

Metoda maximalni vérohodnosti je obecné sofistikovanéjsi metodou pro odhad
parametri, coz je na druhé strané spojeno s vysokou naro¢nosti na numericky vy-
pocet. Pii citlivém pouziti pocatecnich odhadi a pozadované presnosti vypoctu je
¢asova slozitost inosna, ackoliv pfi vyssim poctu kalibraci naraz je nutné vypocet
zdlouhavé ladit. Z hlediska stability odhadu podala tato metoda presveédciveéjsi
vysledky nez OLS. Co se tyka nestrannosti odhadu u simulovanych dat, metoda
maximalni vérohodnosti neprekonala zminénou metodu nejmensich ¢tverct.

Obecnad momentova metoda je v porovnani s MLE stabilnéjsi v konvergenci
vypoctu. Odhady parametrii pomoci této metody jak u historickych, tak simu-
vsemi metodami parametr rychlosti konvergence, ktery je dilezity pro predikci
budoucich hodnot trokovych mér. V simula¢ni tiloze potvrdila metoda GMM po-
zitivni vlastnost konzistence ve smyslu zpifesnéni odhadu pri poskytnuti delsiho
useku casové rady.
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Seznam tabulek

Iterace ‘ il

~

~

1(0)

Q o
1 0.0709105 0.000124828 0.0000305630 1650.83
2 0.0703389 0.000124945 0.0000304248 1656.48
3 0.0707710 0.000123573 0.0000306407 1668.36
4 0.0700781 0.000125129 0.0000304443 1660.58
5 0.0698815 0.000124271 0.0000304435 1672.69
6 0.0693670 0.000123992 0.0000303838 1683.47
7 0.0698052 0.000123518 0.0000305544 1684.84
8 0.0695383 0.000122804 0.0000306192 1698.57
9 0.0697061 0.000121783 0.0000306515 1705.77
10 0.0695201 0.000120111 0.0000307550 1727.31
11 0.0681792 0.000121031 0.0000305313 1736.94
12 0.0668834 0.000119760 0.0000304766 1769.15
13 0.0679275 0.000117791 0.0000308501 1777.24
14 0.0672077 0.000114691 0.0000310832 1818.96
15 0.0662025 0.000113571 0.0000309241 1839.23
16 0.0645346 0.000108954 0.0000310766 1898.10
17 0.0628970 0.000108827 0.0000310026 1919.06
18 0.0595855 0.000103185 0.0000311263 1992.06
19 0.0606685 0.000098126 0.0000317141 2012.74
20 0.0575611 0.000087309 0.0000323328 2089.08
21 0.0539131 0.000084941 0.0000319406 2119.66
22 0.0472657 0.000070066 0.0000323693 2187.78
23 0.0450737 0.000064752 0.0000328091 2202.21
24 0.0353432 0.000042651 0.0000336753 2234.60
25 0.0338612 0.000030166 0.0000344587 2236.12
26 0.0209990 0.004489680 0.0000361248 109061.00

Tabulka 3.1: Mezikroky pri

by LIBOR v roce 2010.

iteracni maximalizaci logaritmické vérohodnostni
funkce pri kalibraci modelu CIR na 192 dennich kétaci 6-mésicni Grokové saz-
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