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Praha 2013



Obsah
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5.1 Data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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5.2.1 Lineárńı regrese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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1 Úvod

Zobecněné lineárńı modely nacházej́ı široké uplatněńı v pojǐst’ovnictv́ı, např́ıklad při
sazbováńı a rezervováńı v neživotńım pojǐstěńı nebo při podpoře obchodu1. Logis-
tická regrese se využ́ıvá k modelováńı pravděpodobnosti sledovaného jevu, např.
pojistné události, storna smlouvy, nákupu (při)pojǐstěńı. Pomoćı Poissonovské re-
grese můžeme modelovat očekávaný počet pojistných událost́ı během určitého obdob́ı,
resp. škodńı frekvenci. Gamma regrese je pak vhodná pro odhad očekávané výše vy-
placených škod z pojistné události, doby do storna, doby do (následuj́ıćı) pojistné
události apod.

Zobecněné lineárńı modely by měly patřit mezi základńı znalosti absolventa magis-
terského oboru Finančńı a pojistná matematika na Matematicko-fyzikálńı fakultě
Univerzity Karlovy v Praze. Text předkládá základńı poznatky, které jsou nutné pro
pochopeńı zobecněných lineárńıch model̊u, předevš́ım s ohledem na volbu vhodného
modelu, metody a výpočetńı náročnost odhadu parametr̊u a interpretaci výsledk̊u,
vše s přihlédnut́ım na četné aplikace v pojǐst’ovnictv́ı zmı́něné výše. Ćılem textu tedy
neńı poskytnout hluboký pohled do teorie, ta je často pouze naznačena s př́ıslušným
odkazem do odborné literatury.

Před vznikem předmětu pro výše zmı́něný obor bude přednáška o zobecněných
lineárńıch modelech součást́ı vzdělávaćı části cyklu v rámci Semináře z aktuárských
věd2, který se koná již tradičně od 8:10 každý pátek v semestru na matfyzu3.

Na závěr poznamenejme, že text bude dále rozšǐrován a aktuálńı verze bude do-
stupná na webu autora, který bude vděčný za jakékoliv náměty a připomı́nky.

1Modely mohou sloužit k navýšeńı prodeje produkt̊u (up-selling) nebo prodeji daľśıch produkt̊u
stávaj́ıćım zákazńık̊um pojǐst’ovny (cross-selling).

2Program je dostupný na www.actuaria.cz
3Na adrese Sokolovská 83, Praha 8, v učebně K1.



2 Data

Zobecněné lineárńı modely bývaj́ı budovány na datech, které jsou źıskány z rozsáhlých
databáźı pojǐst’ovny. Využ́ıvaj́ı se např́ıklad v data-miningu, který se zabývá źıskáváńım
netriviálńıch skrytých a potenciálně užitečných informaćı z dat. Proto se nejprve bu-
deme věnovat právě dat̊um a zaměř́ıme se na úpravu hrubých dat do podoby vhodné
pro práci s regresńımi modely.

V tomto textu využ́ıváme následuj́ıćı značeńı:

• Závisle proměnná (odezva):YT = (Y1, . . . , Yn), např. počet pojistných událost́ı
v daném obdob́ı, výše vyplacené škody, př́ıznak storna.

• Nezávisle proměnné (prediktory, regresory): označ́ıme-li i-té pozorováńı nezávisle
proměnných xT

i = (Xi1, . . . , Xim), můžeme n pozorováńı seřadit do matice

X =






X11 . . . , X1m
...

...
Xn1 . . . , Xnm






Předpokládáme, že matice má plnou sloupcovou hodnost. Proměnné dále
klasifikujeme na

– kvantitativńı - např. věk, počet aktivńıch smluv, počet najetých kilo-
metr̊u a daľśı. Často jsou kategorizovány kv̊uli nevhodnému rozděleńı, od-
lehlým pozorováńım nebo nelinearitě vztahu mezi nimi a závisle proměnnou.

– kvalitativńı (kategoriálńı) - kódovány pomoćı 0-1 “dummy” proměnných,
např. pohlav́ı, region (kraj, okres) a daľśı.

V databázi máme, př́ıpadně nad databáźı vytvoř́ıme, data ve struktuře uvedené v
následuj́ıćı tabulce, kde každý řádek představuje jednu pojistnou smlouvu v určitém
obdob́ı, např́ıklad jednom roce. Závisle proměnnou je pro nás počet škod na smlouvě
za jeden rok. Jako vysvětluj́ıćı proměnné slouž́ı např́ıklad pohlav́ı pojistńıka, počet
obyvatel žij́ıćıch v mı́stě bydlǐstě pojistńıka a jeho věk k datu počátku obdob́ı:

Y Data

Počet škod Pohlav́ı Počet obyvatel Věk

(v letech)

2 muž 15 423 21
0 muž 1 205 321 44
1 žena 20 893 35
0 žena 580 51
...

...
...

...
. . .

Z kategoriálńıch proměnných obvykle vytvář́ıme binárńı (0-1, dummy) proměnné,
kde každá proměnná odpov́ıdá jedné kategorii p̊uvodńı kategoriálńı proměnné. Soft-
warové baĺıky jsou obvykle schopny vytvořit dummy proměnné automaticky při
označeńı p̊uvodńıch proměnných jako kategoriálńıch. Velikost mı́sta bydlǐstě je kate-
gorizována na základě jednoduchého pravidla. V reálných aplikaćıch se často využ́ıvá



optimálńı kategorizace4 vytvořená pomoćı vhodných metod.

Y Data

Počet škod Pohlav́ı Region Věk

žena muž velká malá venkov (v letech)
města města

2 0 1 0 1 0 21
0 0 1 1 0 0 44
1 1 0 0 1 0 35
0 1 0 0 0 1 51
...

...
...

...
...

...
...

. . .

Je-li přidán absolutńı člen, je z každé kategoriálńı proměnné odebrána jedna
dummy proměnná, j́ıž odpov́ıdaj́ıćı kategorie slouž́ı potom jako referenčńı. Výsledek
je zobrazen v tabulce, která představuje data vhodná pro odhad regresńıho modelu.

Y X

Počet škod Abs.člen Pohlav́ı Region Věk

žena velká malá (v letech)
města města

2 1 0 0 1 21
0 1 0 1 0 44
1 1 1 0 1 35
0 1 1 0 0 51
...

...
...

...
...

...
. . .

2.1 Chyběj́ıćı a chybné hodnoty v datech

Při práci s reálnými daty je potřeba věnovat pozornost chyběj́ıćım a chybným hod-
notám. Př́ıklad chybných hodnot je uveden v následuj́ıćı tabulce:

Y Data

Počet škod Pohlav́ı Počet obyvatel Věk

(v letech)

2 muž 15 423 21
-1 muž 1 205 321 44
1 žež 20 893 138
0 žena -112 51
...

...
...

...
. . .

Chyběj́ıćı hodnoty jsou obvykle v náhledu dat reprezentovány speciálńım zna-
kem5, př́ıpadně prázdným mı́stem6:

4Optimal binning.
5Zde u numerických proměnných tečkou.
6Obvykle u textových řetězc̊u.



Y Data

Počet škod Pohlav́ı Počet obyvatel Věk

(v letech)

2 muž 15 423 21
· muž 1 205 321 44
1 20 893 ·
0 žena · 51
...

...
...

...
. . .

Bez ošetřeńı by po kategorizaci vznikla následuj́ıćı data:

Y X

Počet škod Abs.člen Pohlav́ı Region Věk

žena velká malá (v letech)
města města

2 1 0 0 1 21
· 1 0 1 0 44
1 1 · 0 1 ·
0 1 1 · · 51
...

...
...

...
...

...
. . .

S chyběj́ıćımi a chybnými hodnotami pracujeme dle jejich výskytu:

• V závisle proměnné - pozorováńı obvykle vypadnou z odhadu modelu, je
však možné dopoč́ıtat očekávanou odezvu.

• V nezávisle proměnných

– Kvantitativńı - nahrazeńı chyběj́ıćıch hodnot, např. pr̊uměrem nebo po-
moćı sofistikovaněǰśıch metod7.

– Kvalitativńı (kategoriálńı) - vytvořeńı speciálńı kategorie.

Použit́ım uvedených metod jsme zavedly speciálńı kategorii pro chyběj́ıćı informaci o
počtu obyvatel a nahradili chyběj́ıćı věk pr̊uměrným věkem klient̊u:

Y X

Počet škod Abs.člen Pohlav́ı Region Věk

žena velká malá missing (v letech)
města města

2 1 0 0 1 0 21
· 1 0 1 0 0 44
1 1 1 0 1 0 38.43
0 1 1 0 0 1 51
...

...
...

...
...

...
...

...

7Klasifikačńı nebo regresńı stromy apod.



3 Lineárńı regrese

V této části velice stručně shrneme základńı poznatky o modelu lineárńı regrese,
který zobecněné lineárńı modely zahrnuj́ı jako speciálńı př́ıpad. Lineárńı regrese však
obvykle nebývá vhodná pro aplikace v pojǐst’ovnictv́ı. Vı́ce o modelu je možné se
doč́ıst ve Zvára (2008).

Model lineárńı regrese můžeme zapsat ve tvaru

Yi =
m∑

j=1

Xijβj + εi, i = 1, . . . , n,

kde předpokládáme

1. chyby (disturbance) εi jsou nezávislé,

2. E[εi] = 0,

3. reziduálńı rozptyl varεi = σ2 > 0.

Často se využ́ıvá maticový zápis pomoćı symbol̊u zavedených v předešlé části

Y = Xβ + ǫ,

kde βT = (β1, . . . , βm) a ǫT = (ε1, . . . , εn).
Odhad parametr̊u β prob́ıhá nejčastěji metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (LS), když

za předpokladu plné sloupcové hodnosti X dostáváme

β̂ = arg min
β∈Rm

n∑

i=1

(Yi −
m∑

j=1

Xijβj)
2

= arg min
β∈Rm

(Y −XTβ)T (Y −XTβ)

= (XTX)−1(XTY).

Odhad též splňuje soustavu normálńıch rovnic

XTXβ = XTY

a je nestranný, tj. Eβ̂ = β, s rozptylem varβ̂ = σ2(XTX)−1. Vyrovnané hodnoty
spočteme pomoćı vztahu

Ŷ = Xβ̂ = X(XTX)−1XTY

a rezidua jako
u = Y − Ŷ = (I−X(XTX)−1XT )Y,

kde I je jednotková matice rozměr̊u n × n. Nestranný odhad reziduálńıho rozptylu
σ2 źıskáme poté pomoćı vztahu:

σ̂2 =
E[uTu]

n−m
.

Za předpokladu normality εi ∼ N(0, σ2) nav́ıc plat́ı Y ∼ Nn(Xβ, σ2I)
a β̂ ∼ Nm(β, σ2(XTX)−1).



3.1 Aitken̊uv model a vážené nejmenš́ı čtverce

V této části stručně poṕı̌seme model lineárńı regrese s porušeným předpokladem na
rozptyl, tzv. Aitken̊uv model. Necht’ pro rozptyl chyb plat́ı

var ǫ = Wσ2,

kde W je obecná pozitivně definitńı matice, tj. chyby nemuśı být nezávislé se stejným
rozptylem. Pomoćı rozkladu W−1 = CTC, kde C je regulárńı odmocninová matice,
přeṕı̌seme model do tvaru

CY = CXβ +Cǫ,

který již odpov́ıdá předešlému modelu lineárńı regrese s nezávislými chybami. Odhad
β je v tomto př́ıpadě řešeńım soustavy normálńıch rovnic

XTW−1Xβ = XTW−1Y.

Tedy dostaneme odhad parametr̊u

β̂ = (XTW−1X)−1XTW−1Y,

kde β̂ ∼ (β, σ2(XTW−1X)−1). S analogickým vztahem se setkáme při odhadu para-
metr̊u v zobecněných lineárńıch modelech. Daľśı odhady a statistiky źıskáme analo-
gicky jako v modelu bez porušeného předpokladu na rozptyl chyb.



4 Zobecněné lineárńı modely

Zobecněné lineárńı modely jsou definovány pomoćı tř́ı stavebńıch element̊u:

1) Závisle proměnná Yi má rozděleńı z exponenciálńı rodiny s hustotou8

f(y; θi, φ) = exp

{
yθi − b(θi)

a(φ)
+ c(y, φ)

}

, y ∈ R (1)

pro známé funkce a, b, c, neznámý kanonický parametr θi závisej́ıćı na pozo-
rováńı a neznámý disperzńı parametr φ společný pro celý model.

2) Lineárńı prediktor vzniká jako lineárńı kombinace

ηi =
m∑

j=1

Xijβj = xT
i β, (2)

kde βj jsou neznámé parametry a Xij jsou známé hodnoty regresor̊u.

3) Striktně monotónńı a dvakrát diferencovatelná linková funkce propojuj́ıćı středńı
hodnotu závisle proměnné a lineárńı prediktor:

E[Yi] = µi = g−1(ηi). (3)

Při budováńı modelu a odvozováńı teoretických výsledk̊u se využ́ıvaj́ı následuj́ıćı
předpoklady:

• Rozděleńı Yi záviśı na xi.

• Pozorováńı (Yi,xi) jsou nezávislé náhodné vektory nebo Yi jsou nezávislé náhodné
veličiny a xi jsou měřené konstanty. My budeme nadále uvažovat druhý př́ıpad.

4.1 Rodina exponenciálńıch rozděleńı

Obecný tvar hustoty rozděleńı z exponenciálńı rodiny můžeme zapsat jako

f(z; ξ, φ) = exp

{
T (z)A(ξ) +B(ξ)

a(φ)
+ C(z, φ)

}

s disperzńım parametrem φ a parametrem polohy ξ. Kanonický tvar hustoty do-
staneme, polož́ıme-li y = T (z), θ = A(ξ)

f(y; θ, φ) = exp

{
yθ − b(θ)

a(φ)
+ c(y, φ)

}

,

kde θ ∈ R, a(φ) ∈ (0,∞) a a : R+ → R+. Často se využ́ıvá následuj́ıćı přepis pomoćı
a(φ) = ϕ ∈ (0,∞)

f(y; θ, ϕ) = exp

{
yθ − b(θ)

ϕ
+ c(y, ϕ)

}

.

8Uvád́ıme jednu z parametrizaćı, daľśı poṕı̌seme dále v textu.



Pozn. Při studiu r̊uzných zdroj̊u je nutné věnovat pozornost použité parametri-
zaci. V literatuře se běžně objevuj́ı r̊uzné parametrizace, např́ıklad pro známé funkce
a, b, c̃, a neznámé parametry θ, φ:

f(y; θ, φ) = exp

{
yθ − b(θ)

a(φ)

}

· c̃(y, φ).

Tento tvar využ́ıvaj́ı v knize de Jong a Heller (2008), my jej nebudeme dále uvažovat.

Pro náhodnou veličinu Y patř́ıćı do rodiny exponenciálńıch rozděleńı plat́ı: Je-li
b dvakrát spojitě diferencovatelná, potom

E[Y ] = b′(θ),

var(Y ) = a(φ)b′′(θ) = ϕb′′(θ).

Pro parciálńı derivaci hustoty podle parametru θ totiž plat́ı

∂f(y; θ, φ)

∂θ
= f(y; θ, φ)

y − b′(θ)

a(φ)

integraćı obou stran podle y dostaneme (za předpokladu, že je možné zaměnit pořad́ı
derivace a integrálu)

0 =

∫
∂f(y; θ, φ)

∂θ
dy

=
∂

∂θ

∫

f(y; θ, φ)dy

=
EY − b′(θ)

a(φ)
.

Pro druhou parciálńı derivaci hustoty plat́ı

∂2f(y; θ, φ)

∂θ2
= f(y; θ, φ)

(
y − b′(θ)

a(φ)

)2

− b′′(θ)

a(φ)

integraćı obou stran podle y dostaneme (za předpokladu, že je možné zaměnit pořad́ı
derivace a integrálu)

0 =

∫
∂2f(y; θ, φ)

∂θ2
dy

=
∂2

∂θ2

∫

f(y; θ, φ)dy

=
E[(Y − b′(θ))2]

(a(φ))2
− b′′(θ)

a(φ)
.

Obecný d̊ukaz je možné provést pomoćı momentové vytvořuj́ıćı funkce.
Pomoćı rozptylové funkce definované jako

V (µ) = b′′[(b′)−1(µ)]



můžeme vztah pro rozptyl přepsat jako

var(Y ) = a(φ)V (µ) = ϕV (µ).

Rozptylová funkce tedy vyjadřuje vztah mezi středńı hodnotou a rozptylem. Zároveň
jednoznačně identifikuje rozděleńı z exponenciálńı rodiny.

Rodina exponenciálńıch rozděleńı zahrnuje:

• Normálńı, gamma, inverzńı Gaussovo, Poissonovo, alternativńı,

• Ch́ı-kvadrát, exponenciálńı, binomické, geometrické, multinomické, beta,

• se známým parametrem: Weibullovo, negativně binomické, Paretovo.

V následuj́ıćıch částech podrobně probereme jednotlivé členy z prvńı uvedené skupiny
rozděleńı.

4.1.1 Normálńı rozděleńı

Znač́ıme Y ∼ N(µ, σ2): Pro y ∈ R můžeme hustotu vyjádřit jako

f(y;µ, σ) =
1√
2πσ

exp

{

−(y − µ)2

2σ2

}

= exp







yµ−
b(θ)
︷︸︸︷

µ2/2

σ2
︸︷︷︸

ϕ

− y2

2σ2
− 1

2
log(2πσ2)

︸ ︷︷ ︸

c(y,ϕ)







,

kde θ = µ, b(θ) = µ2/2 a ϕ = σ2. Potom dostaneme

• EY = b′(θ) = µ,

• var(Y ) = ϕb′′(θ) = σ2, tj. rozptyl nezáviśı na středńı hodnotě V (µ) = 1 (jako
jediné rozděleńı z exponenciálńı rozděleńı).

4.1.2 Gamma rozděleńı

Znač́ıme Y ∼ Γ(a, p): Pro 0 < y <∞ můžeme hustotu vyjádřit jako

f(y; a, p) =
ap

Γ(p)
yp−1 exp {−ay}

= exp {(p− 1) log y − ay + p log a− log Γ(p)}

= exp

{
y(−a/p) + log a/p

1/p

+p log p− log Γ(p) + (p− 1) log y
}

kde θ = −a/p, ϕ = 1/p, b(θ) = − log(−θ). Potom dostaneme

• EY = b′(θ) = −1/θ = p/a = µ,
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Obrázek 1: Hustoty N(0, 1), N(0, 2), N(0, 4)
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Obrázek 2: Hustoty Γ(2, 2), Γ(4, 2), Γ(6, 2)

• var(Y ) = ϕb′′(θ) = p/a2 = µ2/p, tj. rozptyl záviśı na středńı hodnotě V (µ) =
µ2.

Parametrizace v SASu je odlǐsná Y ∼ Γ(µ, ν): Pro 0 < y < ∞ můžeme hustotu
vyjádřit jako

f(y;µ, ν) =
1

Γ(ν)y

(
yν

µ

)ν

exp

{

−yν

µ

}

,

kde a = ν/µ a p = ν, ϕ = ν−1, var(Y ) = µ2/ν
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Obrázek 3: Hustoty IG(5, 1), IG(5, 5), IG(5, 30)

4.1.3 Inverzńı Gaussovo rozděleńı

Znač́ıme Y ∼ IG(µ, λ): Pro 0 < y <∞ můžeme hustotu vyjádřit jako

f(y;µ, λ) =

√

λ

2πy3
exp

{

−λ(y − µ)2

2µ2y

}

= exp

{−λy2
2µ2y

+
λµy

µ2y
− λµ2

2µ2y
+

1

2
log λ− 1

2
log 2πy3

}

= exp

{
y/(−2µ2) + 1/µ

1/λ
− λ

2y
+

1

2
log λ− 1

2
log 2πy3

}

,

kde θ = −1/(2µ2), b(θ) = −
√
−2θ a ϕ = 1/λ. Potom dostaneme

• EY = b′(θ) = 1/
√
−2θ = (−2θ)−1/2 = µ,

• var(Y ) = ϕb′′(θ) = (−2θ)−3/2/λ = µ3/λ, tj. rozptyl záviśı na středńı hodnotě
V (µ) = µ3.

4.1.4 Poissonovo rozděleńı

Znač́ıme Y ∼ Po(λ): Pro y = 0, 1, 2, . . . můžeme hustotu vyjádřit jako

f(y;λ) =
λye−λ

y!

= exp

{
y log λ− λ

1
− log y!

}

,

kde θ = log λ, b(θ) = eθ a ϕ = 1. Potom dostaneme

• EY = b′(θ) = eθ = λ,

• var(Y ) = ϕb′′(θ) = eθ = λ, tj. rozptyl záviśı na středńı hodnotě V (µ) = µ.
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Obrázek 4: Hustoty Po(3), Po(10), Po(20)

4.1.5 Alternativńı rozděleńı

Znač́ıme Y ∼ Alt(p): Pro y ∈ {0, 1} můžeme hustotu vyjádřit jako

f(y; p) = py(1− p)1−y

= exp

{
y log p

1−p + log(1− p)

1
+ 0

}

,

kde θ = log p
1−p , b(θ) = log(1 + eθ) a ϕ = 1. Potom dostaneme

• EY = b′(θ) = eθ

1+eθ
= p,

• var(Y ) = ϕb′′(θ) = p(1 − p), tj. rozptyl záviśı na středńı hodnotě V (µ) =
µ(1− µ).

4.2 Linkové funkce

V této části uvád́ıme nejčastěji použ́ıvané linkové funkce:

• identita: g(µ) = µ

• logaritmus: g(µ) = log(µ)

• logit: g(µ) = log(µ/(1− µ))

• probit: g(µ) = Φ−1(µ), kde Φ je distribučńı funkce standardńıho normálńıho
rozděleńı

• log-log: g(µ) = − log(− log(µ))

• komplementárńı log-log: g(µ) = log(− log(1− µ))

• mocninný: g(µ) = µp pro p 6= 0 (pro p = 0 logaritmický)
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Obrázek 5: Porovnáńı inverźı link̊u: Logit (modrá), Probit (červená), kompl.
(oranžová), log-log (zelená)

Důležitým pojmem předevš́ım pro teorii je kanonický link, který splňuje g(µ) =
θ, tedy muśı platit g(µ) = (b′)−1(µ) a také

g′(µ) =
1

V (µ)
.

V části o odhadu parametr̊u uvedeme zjednodušeńı vztah̊u při užit́ı kanonického
linku. Současné softwarové baĺıky však umı́ pracovat s libovolným linkem bez omezeńı
na kanonický.

4.3 Přehled rozděleńı

V následuj́ıćı tabulce uvád́ıme přehled rozděleńı z exponenciálńı rodiny spolu s jejich
hlavńımi charakteristikami:



Rozděleńı Hustota Disperze Kanonický Středńı Rozptylová
ϕ link θ(µ) hodnota µ(θ) funkce V (µ)

N(µ, σ2) 1√
2πσ

e−
(y−µ)2

2σ2 σ2 µ θ 1

Po(µ) µye−µ

y! 1 log(µ) eθ µ

Γ(µ, ν) 1
Γ(ν)y

(
yν
µ

)ν
e
− yν

µ 1
ν − 1

µ −1
θ µ2

IG(µ, λ)
√

λ
2πy3

e
−λ(y−µ)2

2µ2y 1
λ − 1

2µ2
1√
−2θ

µ3

Alt(µ) µy(1− µ)1−y 1 log µ
1−µ

eθ

1+eθ
µ(1− µ)

4.4 Srovnáńı regresńıch model̊u

V této části krátce srovnáme model lineárńı regrese se zobecněným lineárńım mode-
lem.

Lineárńı regrese Zobecněný lineárńı model

Rozděleńı: Yi ∼ N(µi, σ
2) Yi ∼ EF(θi, ϕ)

Závislost: E[Yi] = xT
i β E[Yi] = g−1(xT

i β)

Rozptyl: varYi = σ2 varYi = ϕV (µi)

Za předpokladu normality a identického linku, tj. g(µ) = µ, dostaneme lineárńı re-
gresi jako speciálńı př́ıpad zobecněného lineárńıho modelu.

4.5 Vážeńı

Zobecněné lineárńı modely umožňuj́ı dva zp̊usoby vážeńı, které jsou vhodné pro r̊uzné
situace.

4.5.1 Offset

Offset je člen v lineárńım prediktoru s pevně daným koeficientem. V pojǐst’ovnictv́ı
obvykle slouž́ı jako korekce modelu s ohledem na expozici v riziku (počet rizik, délka
platnosti smlouvy apod.). Např́ıklad pro expozici ni i−tého řádku a logaritmický link
polož́ıme lineárńı prediktor roven

ηi = lnni + x′
iβ,

kde lnni slouž́ı jako offset. Dostaneme tedy

µi = eηi = ni · ex
′

iβ .



4.5.2 Váhy pozorováńı

Při zahrnut́ı apriorńıch vah pozorováńı w, kdy v parametrizaci pokládáme a(φ) =
ϕ/w, plat́ı

E[Y ] = b′(θ),

var(Y ) =
a(φ)b′′(θ)

w
=

ϕb′′(θ)

w
.

Pomoćı rozptylové funkce můžeme vztah pro rozptyl přepsat

var(Y ) =
a(φ)V (µ)

w
=

ϕV (µ)

w
.

Tyto váhy jsou využ́ıvány při modelováńı pr̊uměrné výše škody (w = počet škod)
nebo škodńı frekvence (w = délka expozice).

4.6 Odhad parametr̊u

4.6.1 Metoda maximálńı věrohodnosti

Nadále předpokládáme, že má závisle proměnná Yi rozděleńı s hustotou f(y; θi, ϕ),
která záviśı na prediktorech a neznámých koeficientech β skrze vztah θi = (b′)−1(g−1(x′

iβ)).
Věrohodnostńı funkce je pak pro nezávislá pozorováńı definována jako

L(Y;β, ϕ) =
n∏

i=1

f(Yi; θi, ϕ)

Obvykle pracujeme s logaritmickou věrohodnostńı funkćı

l(Y;β, ϕ) =
n∑

i=1

log(f(Yi; θi, ϕ)),

kterou je možné d́ıky obecnému tvaru hustoty dále přepsat

l(Y;β, ϕ) =
n∑

i=1

Yiθi − b(θi)

ϕ
+ c(Yi, ϕ).

Praktický odhad parametr̊u je založen na derivaćıch logaritmické věrohodnostńı
funkce. V neobecněǰśı formě můžeme parciálńı derivaci prvńıho řádu dle parametru
βj vyjádřit jako

∂l

∂βj
=

n∑

i=1

∂f

∂θi

∂θi
∂µi

∂µi

∂ηi

∂ηi
∂βj

=
n∑

i=1

(Yi − µi)Xij

g′(µi)ϕV (µi)
,

kde jsme využili

∂f

∂θi
=

Yi − b′(θi)

ϕ
=

Yi − µi

ϕ
,

∂θi
∂µi

=
1

b′′(θi)
=

1

V (µi)
,

∂µi

∂ηi
=

1

g′(µi)
,

∂ηi
∂βj

= Xij .



Poznamenejme, že obecně plat́ı V (µi) > 0 (nenulovost rozptylu) a g′(µi) > 0, což
vyplývá z ryźı monotonie linkové funkce. Pro přehlednost uved’me vztahy mezi pa-
rametry

η = x′β η = g(µ) µ = b′(θ)

β −→ η ←→ µ ←→ θ

µ = g−1(η) θ = (b′)−1(µ)

Pro maximalizaci věrohodnostńı funkce jsou využ́ıvány následuj́ıćı dvě iteračńı
metody9:

• Metoda iterativńıch vážených nejmenš́ıch čtverc̊u

β̂(k) = (XTW(k−1)X)−1XTW(k−1)Z(k−1),

kde W je váhová matice a Z je linearizovaná odezva, které budou definovány
ńıže.

• Iteračńı Newton̊uv-Raphson̊uv algoritmus

β̂(k) = β̂(k−1) − (H(k−1))−1∇(k−1),

kde∇ znač́ı gradient logaritmické věrohodnostńı funkce aH jej́ı Hessovu matici.

Detailněǰśı popis algoritmů je obsahem následuj́ıćıch sekćı.

4.6.2 Metoda iterativńıch vážených čtverc̊u

Zvolte počátečńı odhady jako µ̂
(0)
i = Yi a pomoćı ńıže uvedených vztah̊u dopočteme

W(0) a Z(0). Pro k ≥ 1 opakuj následuj́ıćı kroky, dokud neńı splněno kritérium

konvergence
∥
∥
∥β̂(k) − β̂(k−1)

∥
∥
∥ < ε:

1. Spočti nový odhad parametr̊u

β̂(k) = (XTW(k−1)X)−1XTW(k−1)Z(k−1).

2. Spočti nový odhad vektoru středńıch hodnot

µ̂
(k)
i = g−1(xT

i β̂
(k)).

3. Aktualizuj váhy W(k) a linearizovanou odezvu Z(k)

W(k) = diag

{

1

[g′(µ̂
(k)
i )]2V (µ̂

(k)
i )

}

,

Z(k) = g(µ̂(k)) + g′(µ̂(k))(Y − µ̂(k)).

9Horńı index k znač́ı iteraci.



Poznamenejme, že neńı třeba znát odhad disperzńıho parametru ϕ.

Pozn. V popsané metodě se využ́ıvá následuj́ıćı tvar derivace věrohodnostńı
funkce

∂l

∂βj
=

n∑

i=1

∂l

∂µi

∂µi

∂βj
=

n∑

i=1

(Yi − µi)

ϕV (µi)

(
∂µi

∂βj

)

.

Definujeme-li váhy

w(µi) =
1

[g′(µi)]2V (µi)
,

pak můžeme parciálńı derivace zapsat jako

∂l

∂βj
=

1

ϕ

n∑

i=1

w(µi)g
′(µi)(Yi − µi)Xij = 0.

Pokuśıme se vyjádřit vztah pro odhad koeficient̊u β. Pro přehlednost je možné využ́ıt
maticový zápis. Necht’ W = diag{([g′(µi)]

2V (µi))
−1}, G = diag{g′(µi)}, potom

dostaneme
XTWG(Y − µ) = 0.

K oběma stranám přičteme (XTWX)β = XTWg(µ), tedy máme

XTW[g(µ) +G(Y − µ)] = (XTWX)β,

a za předpokladu regularity matice (XTŴX) źıskáme vztah pro odhad parametr̊u
splňuj́ıćı

β̂ = (XTWX)−1XTWZ,

kde Z = g(µ)+g′(µ)(Y−µ) bývá nazýváno linearizovaná odezva. Všimněte si podob-
nosti se vztahem pro odhad parametr̊u v Aitkenově modelu lineárńı regrese. Přestože
vypadá i tento exaktně, neńı možné jej př́ımo využ́ıt pro výpočet odhadu parametr̊u,
nebot’ vektor Z a matice W záviśı na aktuálńım odhadu vektoru µ a ten záviśı na
odhadu parametr̊u β. Je tedy nutné aplikovat iteračńı metodu uvedenou výše.

Pozn. Pro kanonický link docháźı ke zjednodušeńı předešlých vztah̊u

w(µi) =
1

[g′(µi)]2V (µi)
= V (µi) =

1

g′(µi)
,

tedy

∂l

∂βj
=

1

ϕ

n∑

i=1

(Yi − µi)Xij = 0,

což můžeme přepsat maticově

XT (Y − µ) = 0.



4.6.3 Newton̊uv-Raphson̊uv algoritmus

Abychom mohli aplikovat Newton̊uv-Raphson̊uv algoritmus, je nutné spoč́ıst druhé
parciálńı derivace logaritmické věrohodnostńı funkce:

∂

∂βj′

(
∂l

∂βj

)

=
n∑

i=1

∂

∂µi

(
(Yi − µi)Xij

g′(µi)ϕV (µi)

)
∂µi

∂ηi

∂ηi
∂βj′

,

kde

∂

∂µi

(
(Yi − µi)

g′(µi)ϕV (µi)

)

=
−1

g′(µi)ϕV (µi)
− (Yi − µi)

g′′(µi)V (µi) + g′(µi)V
′(µi)

(g′(µi))2ϕ(V (µi))2
,

∂µi

∂ηi
=

1

g′(µi)
,

∂ηi
∂βj′

= Xij′ .

Definujeme-li diagonálńı matici

V = diag

{ −1
(g′(µi))2ϕV (µi)

− (Yi − µi)
g′′(µi)V (µi) + g′(µi)V

′(µi)

(g′(µi))3ϕ(V (µi))2

}

,

můžeme Hessovu matici zapsat ve tvaru

H = XTVX.

Označ́ıme vektor prvńıch parciálńıch derivaćı logaritmické věrohodnostńı funkce

∇T =

(
∂l

∂β1
, . . . ,

∂l

∂βm

)

.

Algoritmus: Počátečńı odhady µ̂
(0)
i = Yi, ∇̂(0) a Ĥ(0). Pro k ≥ 1 opakuj

následuj́ıćı kroky, dokud neńı splněno kritérium konvergence
∥
∥
∥β̂(k) − β̂(k−1)

∥
∥
∥ < ε:

1. Spočti nový odhad parametr̊u

β̂(k) = β̂(k−1) − (H(k−1))−1∇(k−1)

2. Spočti

µ̂
(k)
i = g−1(xT

i β̂
(k)).

3. Aktualizuj ∇(k) a H(k).

4.7 Testováńı hypotéz

4.7.1 Testy významnosti parametr̊u

Wald̊uv test se využ́ıvá pro test hypotézy H0 : βj = c (nejčastěji c = 0), kde testová
statistika je tvaru

(βj − c)2

ϕ var(βj)
∼ χ2

1.

Pro test obecněǰśı hypotézy H0 : Cβ = c a c ∈ R
q, kde matice C má q řádk̊u, slouž́ı

(Cβ − c)T [ϕC(XTWX)−1CT ]−1(Cβ − c) ∼ χ2
q .



4.7.2 Konfidenčńı intervaly

Konfidenčńı intervaly pro závisle proměnnou jsou založeny na asymptotické normalitě

odhadu parametr̊u, kdy za určitých předpoklad̊u plat́ı
√
n(β̂−β) d→ N(0, ϕ(XTWX)−1).

Potom interval spolehlivosti (yl, yu) pro středńı hodnotu závisle proměnné dostaneme
pomoćı

g(yl) = xT β̂ − z

√

ϕ̂xT (XTŴX)−1x,

g(yu) = xT β̂ + z

√

ϕ̂xT (XTŴX)−1x,

kde z je př́ıslušný kvantil standardńıho normálńıho rozděleńı, x je vektor regresor̊u
a váhovou matici W jsme nahradili jej́ım odhadem Ŵ.

4.8 Kvalita modelu a testy podmodel̊u

Významnou roli hraje saturovaný model, v němž je počet parametr̊u roven počtu
pozorováńı10 a plat́ı

µ̂i = Yi, θ̂∗i = (b′)−1(Yi).

Věrohodnost saturovaného modelu je totiž rovna největš́ı dosažitelné věrohodnosti
pro daná data

l∗(Y) =
n∑

i=1

Yiθ̂
∗
i − b(θ̂∗i )

ϕ
+ c(Yi, ϕ).

Slouž́ı tedy jako (nedosažitelná) hranice
”
nejvyšš́ı kvality“ při daném rozděleńı. Škálovaná

deviance poté udává ztrátu na logaritmické věrohodnosti v̊uči saturovanému modelu

D∗(Y, β̂) = 2(l∗(Y)− l(Y, β̂))

=
1

ϕ

n∑

i=1

Yi(θ̂
∗
i − θ̂i)− (b(θ̂∗i )− b(θ̂i)),

kde θ̂i = (b′)−1(g−1(x′
iβ̂)). Někdy je využ́ıvána (neškálovaná) deviance definovaná

jako

D(Y, β̂) = ϕD∗(Y, β̂).

Poznamenejme, že existuj́ı explicitńı vztahy pro devianci pro konkrétńı rozděleńı.

4.8.1 Testováńı podmodel̊u

Je-li β̂ odhad parametr̊u v modelu a β̂′ odhad parametr̊u v podmodelu, potom
asymptoticky plat́ı

D∗(Y, β̂′)−D∗(Y, β̂) ∼ χ2
d,

10Obecně pro model neplat́ı vlastnosti ML odhad̊u.



kde d je rozd́ıl počtu parametr̊u v porovnávaných modelech. Tento test vlastně od-
pov́ıdá testu poměrem věrohodnost́ı.
Daľśı test je založen na F-statistice, kde asymptoticky

D(Y, β̂′)−D(Y, β̂)

dϕ̂
∼ Fd,n−m

a m je počet parametr̊u v modelu, ze kterého byl odhadnut disperzńı parametr ϕ̂.

4.8.2 Akaikeho informačńı kritérium

Akaikeho informačńı kritérium slouž́ı pro porovnáńı v́ıce model̊u, když zohledňuje
nejen hodnotu věrohodnostńı funkce ale i počet parametr̊u:

AIC = −2(l(Y; β̂, ϕ̂)−m).

Preferujeme model s minimálńı hodnotou AIC.

4.9 Odhad disperzńıho parametru

Odhad disperzńıho parametru neńı obvykle součást́ı metody maximálńı věrohodnosti.
Vhodné vlastnosti má Pearson̊uv odhad ve tvaru

ϕ̂ =
1

n−m

n∑

i=1

(Yi − µ̂i)
2

V (µ̂i)
.

Využ́ıvá se taky odhad založený na devianci

ϕ̂ =
D(Y, β̂)

n−m
.

4.10 Korelovaná data, náhodné efekty a GEE modely

Jsou-li data korelovaná v rámci shluku i o velikosti ni, může využ́ıt model s náhodným
absolutńım členem ve tvaru

g(µik) = αi + xT
ikβ, k = 1, . . . , ni,

kde αi ∼ N(0, σ2). Při daném αi jsou pozorováńı ve shluku nezávislá.
Daľśı možnost́ı jsou Generalized Estimating Equations, kde plat́ı

n∑

i=1

dT
i U

−1
i (Yi − µi) = 0,

kde di = {∂µi/∂βj}j je sloupcový vektor derivaćı a Ui je zobecněná variančńı matice
shluku i zahrnuj́ıćı strukturu závislosti pozorováńı.



5 Př́ıklady zobecněných lineárńıch model̊u

5.1 Data

Začneme popisem dat, na něž aplikujeme několik zobecněných lineárńıch model̊u.
Uvažujeme 50 000 smluv povinného ručeńı (pojǐstěńı odpovědnosti z provozu mo-
torového vozidla) simulované dle mı́rně upravených reálných charakteristik:

• Závisle proměnné: počet a výše škod za posledńı rok, př́ıznak storna

• Nezávisle proměnné:

– tarifńı skupina dle objemu motoru vozidla (TS): 5 kategoríı (do 1000,
do 1350, do 1850, do 2500, nad 2500 ccm),

– stář́ı pojistńıka spojité (veks): 18-75 let,

– stář́ı pojistńıka (vek): 3 kategorie (18-30, 30-65, 65 a v́ıce),

– velikosti mı́sta bydlǐstě (region): 4 kategorie (nad 500 000 obyvatel, nad
50 000, nad 5 000, do 5 000),

– pohlav́ı (pohlavi): 2 kategorie (1 - žena, 2 - muž).

5.2 Dostupný software

Procedury a funkce pro práci se zobecněnými lineárńımi modely je možné nalézt
např́ıklad v následuj́ıćıch softwarech:

• SAS: procedura GENMOD

• Statistica: Generalized Linear Models (GLZ)

• IBM SPSS: GENLIN (ne GLM!!!)

• Mathematica: GeneralizedLinearModelFit

• R: glm

• a daľśı.

My budeme dále využ́ıvat SAS a proceduru GENMOD.

5.2.1 Lineárńı regrese

Pro přehlednost shrneme každý zobecněný lineárńı regresńı model seznamem, který
udává základńı stavebńı kameny každého modelu. Na úvod uvád́ıme model lineárńı
regrese, který však nebudeme na pojistná data dále aplikovat.

• Závisle proměnná: spojitá

• Rozděleńı: normálńı Yi ∼ N(µi, σ
2)

• Středńı hodnota: EYi = µi

• Linková funkce: identita g(µ) = µ

• Rozptylová funkce: V (µ) = 1

• Disperzńı parametr: ϕ = σ2



Obrázek 6: Syntax v SASu

5.3 Regresńı model očekávaného počtu pojistných událost́ı

5.3.1 Poissonovská regrese (log-lineárńı model)

V př́ıkladu využit́ı Poissonovské regrese budeme modelovat očekávaný počet po-
jistných událost́ı na smlouvě během jednoho roku v závislosti na tarifńı skupině,
stář́ı pojistńıka a pohlav́ı. Využijeme následuj́ıćı stavebńı prvky, resp. vlastnosti Po-
issonovské regrese:

• Závisle proměnná: počet pojistných událost́ı na smlouvě za 1 rok

• Rozděleńı: Poissonovo Yi ∼ Po(λi)

• Středńı hodnota: EYi = λi

• Linková funkce: g(µ) = log(µ)

• Rozptylová funkce: V (µ) = µ

• Disperzńı parametr: ϕ = 1

Kritéria pro hodnoceńı dobré shody, resp. kvality modelu, najdeme v následuj́ıćı
tabulce. Uvedeny jsou deviance, Pearsonovy statistiky a hodnota logaritmické věrohodnostńı
funkce. Názvy sloupc̊u uvád́ıme vždy tak, jak jsou obsaženy ve výstupu ze SASu.

Kritérium DF Hodnota Hodnota/DF

Deviance 5E4 18582.5892 0.3717
Scaled Deviance 5E4 18582.5892 0.3717
Pearsonuv Ch́ı-kvad 5E4 50208.1517 1.0043
Scaled Pearson X2 5E4 50208.1517 1.0043
Log verohodnost -12571.1203

Daľśı výstup ze softwaru uvád́ı odhady parametr̊u (Odhad) spolu s chybou odhadu
(Stand. chyba), intervaly spolehlivosti (Waldovy meze interv. spol.), Waldovou tes-
tovou statistikou významnosti parametr̊u (Ch́ı-kv.) a odpov́ıdaj́ıćı p-hodnotou (Pr >
Ch́ıKv).



Par. DF Odhad Stand. Waldovy Ch́ı-kv. Pr > Ch́ıKv
chyba meze interv.

spol.

Int 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

TS 1 1 -2.9646 0.0521 -3.0666 -2.8625 3243.56 <.0001
TS 2 1 -2.9421 0.0517 -3.0435 -2.8407 3235.33 <.0001
TS 3 1 -2.9016 0.0512 -3.0019 -2.8013 3216.13 <.0001
TS 4 1 -2.7451 0.0490 -2.8411 -2.6491 3141.87 <.0001
TS 5 1 -2.7284 0.0488 -2.8240 -2.6329 3131.40 <.0001

vek 1 1 0.5700 0.0426 0.4865 0.6535 178.95 <.0001
vek 2 1 0.2183 0.0456 0.1289 0.3076 22.94 <.0001
vek 3 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

pohlavi 1 1 -0.2278 0.0342 -0.2948 -0.1607 44.32 <.0001
pohlavi 2 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

Škála 0 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000

Interpretace parametr̊u a výpočet odhadu očekávaného počtu škod prob́ıhá takto:

• Pro TS = 1 (do 1000 ccm), vek = 1 (18–30 let), pohlavi = 1 (žena) dostáváme
hodnotu lineárńıho prediktoru a odhad středńı hodnoty

η = −2, 9646 + 0, 5700− 0, 2278 = −2, 6224
µ = exp{−2, 9646 + 0, 5700− 0, 2278} = exp{−2, 6224}

= 0, 0516 · 1, 7683 · 0, 7963 = 0, 0726,

kde posledńı zápis může být interpretován jako multiplikativńı př́ıspěvek kate-
gorie k výslednému odhadu očekávaného počtu pojistných událost́ı.

• Pravděpodobnosti počtu událost́ı na smlouvě můžeme snadno spoč́ıst po do-
sazeńı odpov́ıdaj́ıćıho odhadu parametru λ do hustoty Poissonova rozděleńı,
např́ıklad pro výše spočtený λ = 0, 0726 máme

– P (Y = 0) = 0.9300,

– P (Y = 1) = 0.0675,

– P (Y = 2) = 0.0025,

– P (Y = 3) = 5.93 10−5,

– P (Y = 4) = 1.07 10−6,

– . . .

Pro daľśı hodnoty prediktor̊u dostáváme

• TS = 1 (do 1000 ccm), vek = 1 (18–30 let), pohlavi = 2 (muž)

η = −2, 9646 + 0, 5700 + 0 = −2, 3946
µ = exp{−2, 9646 + 0, 5700 + 0} = exp{−2, 3946}

= 0, 0516 · 1, 7683 · 1 = 0, 0912.



• TS = 5 (nad 2500 ccm), vek = 1 (18–30 let), pohlavi = 2 (muž)

η = −2, 7284 + 0, 5700 + 0 = −2, 1584
µ = exp{−2, 7284 + 0, 5700 + 0} = exp{−2, 1584}

= 0, 0653 · 1, 7683 · 1 = 0, 1155.

Výsledky testováńı významnosti regresor̊u jsou uvedeny v následuj́ıćıch tabulkách.
Statistiky LR pro analýzu typu 1 odpov́ıdaj́ı postupnému přidáváńı regresor̊u, tedy
zálež́ı na pořad́ı regresor̊u v zadáńı.

Zdroj Deviance DF Ch́ı-kvadrát Pr > Ch́ıKv

TS 18822.16
vek 18627.20 2 194.96 <.0001
pohlavi 18582.59 1 44.61 <.0001

Statistiky LR pro analýzu typu 3 testuj́ı významnost regresoru při ponecháńı
všech ostatńıch regresor̊u v modelu, tedy nezálež́ı na pořad́ı, v jakém jsou zadány.

Zdroj DF Ch́ı-kvadrát Pr > Ch́ıKv

TS 4 34.98 <.0001
vek 2 194.41 <.0001
pohlavi 1 44.61 <.0001

Vid́ıme, že regresory jsou významné na všech obvykle využ́ıvaných hladinách.

5.3.2 Overdispersed Poisson̊uv model

Základńı vlastnost́ı Poissonova rozděleńı je rovnost středńı hodnoty a rozptylu. To
však bývá v praxi často porušeno a my pozorujeme rozptyl větš́ı než je středńı hod-
nota, což vede k jevu nazývanému overdispersion. Existuj́ı dva př́ıstupy, jak tento
jev zohlednit v zobecněných lineárńıch modelech. Prvńı je využit́ı negativně bino-
mického modelu s daľśım neznámým parametrem, druhý poté využit́ı overdisperzed
Poissonova modelu, kde je hodnota disperzńıho parametru uvolněna a odhadnuta.

Overdisperzed Poisson̊uv zobecněný lineárńı model je charakterizován takto:

• Závisle proměnná: počet pojistných událost́ı na smlouvě za 1 rok

• Rozděleńı: Overdispersed Poissonovo11 Yi ∼ O-Po(λi, ϕ)

• Středńı hodnota: EYi = λi

• Linková funkce: g(µ) = log(µ)

• Rozptylová funkce: V (µ) = µ

• Disperzńı parametr: ϕ ∈ (0,∞)

11Nejedná se o skutečné pravděpodobnostńı rozděleńı.



Parciálńı derivace dle parametr̊u má následuj́ıćı tvar

∂ql

∂βj
=

n∑

i=1

Yi − µi

ϕV (µi)

(
∂µi

∂βj

)

potom odpov́ıdaj́ı kvazi-(logaritmické-)věrohodnostńı funkci pro obecnou rozpty-
lovou funkci V a disperzńı parametr ϕ

ql =
n∑

i=1

∫ µi

Yi

Yi − t

ϕV (t)
dt.

Poznamenejme, že
”
umělé“ navýšeńı rozptylu se využ́ıvá i pro binomické, resp. alter-

nativńı rozděleńı.
Dále uvedeme tabulky bez podrobněǰśıho komentáře, upozorńıme pouze na změny.

Kritéria pro hodnoceńı dobré shody:

Kritérium DF Hodnota Hodnota/DF

Deviance 5E4 18582.5892 0.3717
Scaled Deviance 5E4 49992.0000 1.0000
Pearsonuv Ch́ı-kvad 5E4 50208.1517 1.0043
Scaled Pearson X2 5E4 135072.9917 2.7019
Log verohodnos -33819.5845

Analýzu odhad̊u parametr̊u uvád́ı následuj́ıćı tabulka, kde je v posledńım řádku
odhad disperzńıho parametru:

Par. DF Odhad Stand. Waldovy Ch́ı-kv. Pr > Ch́ıKv
chyba meze intrv.

spol.

Int 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

TS 1 1 -2.9646 0.0521 -3.0666 -2.8625 3243.56 <.0001
TS 2 1 -2.9421 0.0517 -3.0435 -2.8407 3235.33 <.0001
TS 3 1 -2.9016 0.0512 -3.0019 -2.8013 3216.13 <.0001
TS 4 1 -2.7451 0.0490 -2.8411 -2.6491 3141.87 <.0001
TS 5 1 -2.7284 0.0488 -2.8240 -2.6329 3131.40 <.0001

vek 1 1 0.5700 0.0426 0.4865 0.6535 178.95 <.0001
vek 2 1 0.2183 0.0456 0.1289 0.3076 22.94 <.0001
vek 3 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

pohlavi 1 1 -0.2278 0.0342 -0.2948 -0.1607 44.32 <.0001
pohlavi 2 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

Škála 0 1.6097 0.0000 0.6097 0.6097

Statistiky LR pro analýzu typu 1 při postupné přidáváńı regresor̊u, kdy zálež́ı na
pořad́ı v zadáńı, v tomto př́ıpadě využ́ıváme F-testy:



Zdroj Odchylka DF DF F Pr > F
cit jmen hodnota

TS 18822.16
vek 18627.20 2 49992 262.25 <.0001
pohlavi 18582.59 1 49992 120.02 <.0001

Statistiky LR pro analýzu typu 3 významnosti regresoru při ponecháńı všech
ostatńıch regresor̊u v modelu:

Zdroj DF DF F Pr > F
cit jmen hodnota

TS 4 49992 23.53 <.0001
vek 2 49992 261.51 <.0001
pohlavi 1 49992 120.02 <.0001

5.4 Regresńı model výše škod – Gamma regrese

Pomoćı Gamma regrese budeme modelovat očekávanou výši škody z pojistné události
na smlouvě v závislosti pouze na tarifńı skupině. K redukci počtu regresor̊u docháźı
kv̊uli úbytku dat, kdy výše modelujeme pouze na základě nastalých škod, kterých
je d́ıky ńızké škodńı frekvenci obvykle znatelně menš́ı počet. Gamma regrese má
následuj́ıćı vlastnosti:

• Závisle proměnná: spojitá kladná výše škody

• Rozděleńı: Yi ∼ Γ(µ, ν)

• Středńı hodnota: EYi = µ

• Linková funkce: g(µ) = log(µ) (neńı kanonický link)

• Rozptylová funkce: V (µ) = µ2

• Disperzńı parametr: ϕ = 1/ν

Kritéria pro hodnoceńı dobré shody (ML odhad parametru měř́ıtka):

Kritérium DF Hodnota Hodnota/DF

Deviance 3458 0.0007 0.0000
Scaled Deviance 3458 3464.2364 1.0018
Pearson Chi-Square 3458 0.0007 0.0000
Scaled Pearson X2 3458 3466.7934 1.0025

Analýzu odhad̊u parametr̊u a r̊uzné odhady parametru měř́ıtka najdeme v následuj́ıćı
tabulce:



Par. DF Odhad Stand. Waldovy Ch́ı-kv. Pr > Ch́ıKv
chyba meze intrv.

spol.

Int 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

TS 1 1 10.3127 0.0033 10.3062 10.3192 9613383 <.0001
TS 2 1 10.3592 0.0033 10.3528 10.3656 9966668 <.0001
TS 3 1 10.4662 0.0032 10.4599 10.4725 1.061E7 <.0001
TS 4 1 10.5388 0.0030 10.5329 10.5447 1.244E7 <.0001
TS 5 1 10.7211 0.0030 10.7153 10.7269 1.306E7 <.0001

Scale 0 146.0294 0.0000 146.0294 146.0294

Tabulky pro testováńı významnosti jednotlivých regresor̊u neuvád́ıme, nebot’ v
našem modelu uvažujeme jen jeden regresor.

5.5 Regresńı model stornovosti – logistická regrese

V této části uvedeme model pravděpodobnosti storna smlouvy během jednoho roku v
závislosti na tarifńı skupině, velikosti mı́sta bydlǐstě, pohlav́ı, stář́ı pojistńıka. Model
logistické regrese má obecně následuj́ıćı vlastnosti:

• Závisle proměnná: binárńı – jev nastal/nenastal, tj. storno během jednoho roku
– ano/ne

• Rozděleńı: binomické (alternativńı): Yi ∼ Alt(pi)

• Středńı hodnota: EYi = pi

• Linková funkce: logit g(µ) = log(µ/(1− µ))

• Rozptylová funkce: V (µ) = µ(1− µ)

• Disperzńı parametr: ϕ = 1

Středńı hodnota alternativńı proměnné je rovna pravděpodobnosti, tedy

EYi = pi =
ex

′

iβ

1 + ex
′

iβ
.

Kritéria pro hodnoceńı dobré shody

Kritérium DF Hodnota Hodnota/DF

Deviance 5E4 56802.0249 1.1363
Scaled Deviance 5E4 56802.0249 1.1363
Pearsonuv Ch́ı-kvad 5E4 49969.3190 0.9996
Scaled Pearson X2 5E4 49969.3190 0.9996
Log verohodnost -28401.0124

Analýza odhad̊u parametr̊u



Par. DF Odhad Stand. Waldovy Ch́ı-kv. Pr > Ch́ıKv
chyba meze intrv.

spol.

Intercept 1 -1.6157 0.0429 -1.6998 -1.5316 1417.00 <.0001

TS 1 1 -0.3326 0.0323 -0.3959 -0.2692 105.90 <.0001
TS 2 1 -0.2814 0.0322 -0.3445 -0.2183 76.36 <.0001
TS 3 1 -0.2248 0.0320 -0.2874 -0.1622 49.51 <.0001
TS 4 1 -0.0711 0.0314 -0.1326 -0.0095 5.12 0.0237
TS 5 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

region 1 1 0.4820 0.0290 0.4252 0.5389 275.76 <.0001
region 2 1 0.2633 0.0296 0.2053 0.3214 79.06 <.0001
region 3 1 0.1272 0.0300 0.0683 0.1860 17.96 <.0001
region 4 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

pohlavi 1 1 0.5584 0.0206 0.5180 0.5989 731.75 <.0001
pohlavi 2 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .

veks 1 0.0058 0.0006 0.0046 0.0071 82.36 <.0001

Škála 0 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000

Interpretace parametr̊u je možné provést pomoćı šance

pi
1− pi

= exp{x′
iβ} = exp

{ m∑

j=1

Xijβj

}

.

Pokud zvýš́ıme regresor j̃ o jednotku Xij̃ + 1 a ostatńı neměńıme, potom pro šanci
plat́ı

p̃i
1− p̃i

= exp







m∑

j=1,j 6=j̃

Xijβj + (Xij̃ + 1)βj̃






= exp







m∑

j=1

Xijβj






exp{βj̃},

tj. eβj̃ vyjadřuje změnu šance při zvýšeńı př́ıslušného regresoru o jednotku.
Predikovanou hodnotu, tedy pravděpodobnost storna během jednoho roku, pro

TS = 5 (nad 2500 ccm), region = 4 (do 5000), pohlavi = 2 (muž), veks = 22 let
spočteme jako

η = −1, 6157 + 0 + 0 + 0 + 22 · 0.0058 = −1, 4881

µ =
exp{−1, 4881}

1 + exp{−1, 4881} = 0, 1842.

Statistiky LR pro analýzu typu 1 při postupné přidáváńı regresor̊u, kdy zálež́ı na
pořad́ı v zadáńı:

Zdroj Deviance DF Ch́ı-kvadrát Pr > Ch́ıKv

Intercept 58087.7242
TS 57937.9201 4 149.80 <.0001
region 57626.8576 3 311.06 <.0001
pohlavi 56884.5504 1 742.31 <.0001
veks 56802.0249 1 82.53 <.0001



Statistiky LR pro analýzu významnosti regresoru při ponecháńı všech ostatńıch
regresor̊u v modelu:

Zdroj DF Ch́ı-kvadrát Pr > Ch́ıKv

TS 4 154.02 <.0001
region 3 309.14 <.0001
pohlavi 1 743.64 <.0001
veks 1 82.53 <.0001

Zvláštńı pozornost věnujeme ROC křivce slouž́ıćı k posouzeńı kvality modelu
a nastaveńı prahové hodnoty. Pro predikované pravděpodobnosti, které jsou vyšš́ı
než prahová hodnota, očekáváme, že sledovaný jev sṕı̌se nastane, u hodnot nižš́ıch
naopak. ROC křivka poté zakresluje:

• Na svislé ose grafu relativńı četnost skutečně pozitivńıch př́ıpad̊u TP, tedy
pravděpodobnost, že jako správný bude vyhodnocen pozitivńı př́ıpad:
Sensitivity = TP/(TP+FN).

• Na vodorovné ose relativńı četnost falešně pozitivńıch př́ıpad̊u FP, tedy
pravděpodobnost, že jako správný bude vyhodnocen negativńı př́ıpad:
1-Specificity = FP/(TN+FP).

Vycháźıme přitom z následuj́ıćı tabulky, kde znač́ıme True (T), False (F), Positive
(P), Negative (N):

skutečnost/predikce 1 0

1 TP FP

0 FN TN

Č́ım je větš́ı plocha pod ROC křivkou, resp. č́ım v́ıce je křivka vypouklá na-
horu, t́ım lepš́ı má model predikčńı schopnost. Křivka pro náš model je zakreslena
na následuj́ıćım obrázku.



5.6 Postup konstrukce zobecněného lineárńıho modelu

Obecně může být zobecněný lineárńı model konstruován v následuj́ıćıch kroćıch:

1. Vyberte rozděleńı

2. Vyberte link

3. Vyberte nezávisle proměnné

4. Odhadněte parametry

5. Posud’te kvalitu modelu

6. Iterujte od vhodného kroku

Často si nemuśı být jisti, které regresory do modelu zahrnout a které naopak
vyloučit. Pro výběr nejvhodněǰśıch regresor̊u jsou použ́ıvány následuj́ıćı sekvenčńı
postupy:

• Vzestupný výběr (forward selection) - začneme od prázdného modelu, po-
stupně přidáváme statisticky významné regresory.

• Sestupný výběr (backward selection) - začneme od modelu se všemi regresory,
postupně odeb́ıráme statisticky nevýznamné.

• Krokový výběr (stepwise selection) - začneme od prázdného modelu, v každém
kroku přidáme jeden statisticky významný regresor a poté se pokuśıme odeb́ırat
statisticky nevýznamné (i v́ıce). Hladina pro přidáváńı muśı být menš́ı než hla-
dina pro odeb́ıráńı, jinak může doj́ıt k zacykleńı.



Při praktickém použit́ı zobecněných lineárńıch model̊u máme často k dispozici
rozsáhlý soubor dat. Ten je možné náhodně rozdělit na

”
trénovaćı“ a

”
testovaćı“

podsoubor. Na prvńım je model odhadnut, na druhém potom ověřena jeho kvalita,
resp. predikčńı schopnost. Jako kritérium může sloužit např́ıklad středńı čtvercová
chyba 1/n

∑n
i=1(Ŷi − Yi)

2, kde Ŷi znač́ı predikci pomoćı odhadnutého modelu.
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