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Ej Nadacni fond
pro podporu vzdélavani
v pojistovnictvi
Cile projektu

« Vytvorit matematicky model pro ocenovani prijimaneho
rizika z hlediska
— ocekavaného zisku,
— nakladu na kapital.

* Model umozni v prubéhu upisovaciho roku sledovat, jak
underwriteri nakladaji s kapitalem:

— zda jimi zvolena cenova politika odpovida pozadované mire
zhodnoceni viozeného kapitalu,

— zda upisované rizikové portfolio nevybocCuje z pravidel
Solvency 2.
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Ramcova podoba modelu

* V ramci daného druhu pojisteni si pojistitel nastavi:

- velikost obchodnich a provoznich nakladu (v %
pojistného),

— objem kapitalu alokovaného na dany druh pojisténi (VK),

— pozadovany rating = kolik % regulatorné pozadovaného
kapitalu (dle S2) ma tvorit alokovany kapital,

— pozadovany zisk (ROE,,,) = investory pozadovana hodnota
oCekavaného ROE (v % VK).
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Ramcova podoba modelu

« Underwriter zafadi upisované riziko do jedné
Z preddefinovanych kategorii rizikovosti na zakladée
dvou faktoru:

a) rozdéleni pravdépodobnosti realizace Skody,

b) rozdéleni pravdépodobnosti pomeéru vzniklé Skody vzhledem
k PML.
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Ramcova podoba modelu

 Rozdeéleni pravdepodobnosti realizace skody:

— Preddefinuje se nekolik nejCastéjSich rozdéleni
pravdepodobnosti s konkrétnimi parametry, napr.

* Poissonovo,
* Negativne-binomické, atp.

— Je mozne je pro nazornost pojmenovat slovnée, napr.
« témer zadné nebezpeci vzniku skody” ...

« ,velké nebezpeCi vzniku Skody".
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Ramcova podoba modelu

* rozdéleni pravdépodobnosti poméru vzniklé skody
vzhledem k PML.:

— Preddefinuje se nékolik kategorii % rozdéleni Skody vzhledem
k PML.

— Uvazovat Ize napf. beta rozdéleni s riznymi parametry,
jednotlivé tridy Ize pritom opet slovne pojmenovat, napr.

« ,spiSe malé (stfedni, velké) Skody*,
« Skodni extrémy® (minimalni nebo maximalni Skody),

« atpod.
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Ramcova podoba modelu
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Ramcova podoba modelu

« Dale underwriter zada:
 PML a pojistnou Castku,

* sazbu, za kterou by chtel dané riziko upsat.

 Model pak spocita vysledné hodnoty:

— RAC ... regulatorné pozadovany kapital (se zahrnutym
pozadovanym ratingem) na kryti jim upsanych pojistnych
smluv,

— ROE ... hodnotu o¢ekavaného ROE,

— SP ... o6ekavany $kodni pomér.
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Aktualni podoba modelu

 Momentalné muZzeme modelovat situaci, kdy

vSechny upisované smlouvy spadaji do stejné
kategorie rizikovosti, ale maji rizné vysoké PML
(pro jednoduchost se predpoklada, ze
pojistna castka = PML).

* Na daném modelu Ize analyzovat, jaky vliv ma
nestejnorodost PML na jednotlivych smlouvach na
vysledny RAC.

www.nfvp.cz



l :j Nadacni fond
pro p_gc’iporp vzldélévéni
v pojistovnictvi
Aktualni podoba modelu

« Vstupni parametry:

S ... ndhodna veligina predstavuijici pinéni z jedné
pojistné smlouvy s jednotkovou PML za 1 rok,

ES ... stfedni hodnota nahodné veliginy S,
n ... pocet smluyv,

pojistne ... celkové predepsané pojistné z daného
souboru smiuy,
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Aktualni podoba modelu

« Vstupni parametry:
SUMA,,,, ... souhrn PML ze vSech smluyv,
MEANG,,, ... prumérna hodnota PML,
STDg), ... sSmérodatna odchylka souboru hodnot PML,

SKEWg,, ... Sikkmost souboru hodnot PML, je nulova,
jestlize STDpy;; = 0, jinak

1
=3 (PML; — MEANpy;)?

SKEWPML —_ STDPML3
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Aktualni podoba modelu

 Pruamérna pojistna sazba (PS), za kterou underwriter
upisuje riziko, je dana vztahem

pojistne pojistne

PS = = :
SUMAPML nMEANPML

« Zavislost primérného plnéni (PP) na poc¢tu smiluv —
z pfedpokladu plyne, ze jde o linearni funkci

PP(n) = n- MEANp,,; - ES.
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Aktualni podoba modelu

.« Oéekavany $kodni pomér (SP) a oéekavana
hodnota ROE (v % VK) ze souboru smluv pak lze
vyjadrit nasledovne:

PP(n) _ ES

SP=———"=—
pojistne PS

_ pojistne - (1 — naklady) — PP(n)

ROE
VK
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Aktualni podoba modelu

« Spotrebovany kapital dle metodiky Solvency 2 se
zohlednénim ratingu (RAC — Risk Adjusted Capital) je
dan vztahem:

RAC = rating - [Qg 995 — pojistne - (1 — naklady)]

* Qpogs = 0,995-kvantil celkovych skod (pInéeni)
z daného souboru smluv v daném roce.
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Urceni Qg go5

« Klicovou véci v modelu je urdit 0,995-kvantil
celkovych skod z daneho souboru smluv v 1 roce, vse
ostatni Ize pfimo vypocitat ze zadanych velicin.

* Qg 995 Z daneho souboru n smluv Ize vyjadrit

Qoo9s = PP(n) + R,

kde R znaci zbytek k prumérnému plnéni, ktery Ize
aproximovat dale popsanym postupem.

www.nfvp.cz



Nadacni fond

pro podporu vzdélavani
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Urceni Qg go5

* Nejprve se provede odhad funkce r(n) popisujici
hodnotu tohoto zbytku v pripadé, kdy mame n
smluv s jednotkovou PML.:

— simulaci Monte Carlo se pro jednotliva n vygeneruji
hodnoty plneni,

— z vygenerovanych hodnot se urCi empirické 0,995-
kvantily g, a vycisli se

r, =q, —n-ES,

— tyto hodnoty se nasledné prolozi vhodnou regresi

#(n).
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Urceni Qg go5

« Ukazalo se, ze vysledna hodnota R zavisi na ¢tyrech
parametrech: n, MEANgy, , STDpy, @ SKEW;,,, 1].

R = R(‘I’l, MEANPML' STDPML' SKEWPML)

* Pokud STDgy, = 0, (tim padem i SKEW,,,, = 0), t]. pro
vsechny smlouvy plati PML=MEAN,, , pak

R(Tl, MEANPML’ 0,0) — MEANPML " 7"\'(7’1)
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Urceni Qg go5

« Tato hodnota je dle oCekavani nejmensi mozna pro
dany pocet smluv a danou MEAN,,,, .

« Srostouci STDg,, hodnota R roste, vliv tohoto rustu
navic ovlivhuje SKEW,,,, .

« Zaporna SKEW,,, (prevaha smiuv s vetsi PML nez
prumérnou) jej zmensuje, kladna SKEW,,,, jej zvétSuje.

* VSe navic zavisi na poctu smluv, kdy s rostoucim n se
vliv STDg,, a SKEW,,,, zmensuje.
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« Formalné to muzeme zapsat jako

R(n, MEANPML' STDPML' SKEWPML) — k * MEANPML * 7"\'(”),

kde koeficient k 21 zavisi na vSech promennych
n, MEANpy;,STDpy; @ SKEWpy,;, pricemz

k=1

jen v pripadé nulové sméerodatné odchylky.
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v pojistovnictvi

Urceni k v pripade nulove SKEW,,,

* Nejprve byla zkoumana hodnota k v pripade, kdy je
soubor PML jednotlivych smluv symetricky, {].

« Ukazalo se, ze hodnota k zavisi v tomto pfipade na
pocCtu smluv n a na variacnim koeficientu souboru PML,

ML MEANpy,;
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Urceni k v pripade nulove SKEW,,,

« V pripadé nulové Sikmosti nabyva variaCni koeficient
Ve hodnot mezi 0 a 1, pficemz Vg, =1 jen v pfipadé
sudého poctu smluv, kdy ma polovina smluv nulovou
PML a druha polovina ma

* To je ekvivalentni se situaci, kdy mame jen polovicCni
pocCet smluv s identickou PML rovnu dvojnasobku
prumérné PML.
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Urceni k v pripade nulove SKEW,,,

 Jelikoz pro pevné n s rostouci hodnotou V,, hodnota k
roste, nabude k pro kazde sude n svého maxima
Kmax(N) V pripade, ze Vpy = 1, 1. STDpy, = MEANpy,;. .

* Odhad hodnoty k. _,(n) ziskame pro kazdé sudé n
nasledovne:

R(n, MEANPML' MEANPML' O) =R n ; 2 MEANPMLJ 0,0
2

Kmax(M) - MEANpy, - #(n) = 2+ MEANpy, - #(n/2)
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Urceni k v pripade nulove SKEW,,,

« Z charakteru funkce 7(n) plyne, ze s rostoucim pocCtem
smluv hodnota k.., (n) klesa.

» Testovani ukazalo, ze presnost odhadu k. _,(n) vyrazné
zavisi na presnosti odhadu 7(n).
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Urceni k v pripade nulove SKEW,,,

« Odhady koeficientu k pro rizné n a V., ziskame
nasledovne:
« Budeme uvazovat hypotetické soubory smluv, kde vzdy

polovina smluv bude mit PML=PML, a druha polovina smluv
PML=PML,.

 PML, a PML, volime tak, aby byla stejna smerodatna odchylka
STDpy, , ale rostl primér MEANpy,;, = PML; + PML,, napf. 10-
1010, 20-1020,...,2000-3000.
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pro podporu vzdélavani

v pojistovnictvi

Urceni k v pripade nulove SKEW,,,

« Odhady koeficientu k pro rizné n a V., ziskame
nasledovne:

* Pro nekolik pevné zvolenych hodnot n pak ziskame simulaci
Monte Carlo hodnoty empirickych 0,995-kvantilu celkovych
plnéni z téchto soubord smluv.

 Od nich odeéteme pramérna pinéni n - ES, &¢imzZ dostaneme
hOanty T'(n, VPML) — R(n, MEANPML' STDPML' O)
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v pojistovnictvi

Urceni k v pripade nulove SKEW,,,

« Odhady koeficientu k pro rizné n a V., ziskame
nasledovne:

« Hodnoty k(n, Vpy,;) pak ziskame nasledujici uvahou

r(n, Vpyr) = k(n,Vppy) - MEANpy, - 7(n)

r(n,Vemr)

k(n,Vpyr) =

www.nfvp.cz
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Urceni k v pripade nulove SKEW,,,

« Odhady koeficientu k pro rizné n a V., ziskame
nasledovne:

« Jako vhodna regresni funkce na prolozeni hodnot k se ukazala
byti nasledujici funkce:

A~ A~ b
k(n, Vpmr) = 1+ (kimax(m) — 1) = Vpur,”.
1.6 T T T T T T T T r
n=50, SKEWPML:O, b ... celkovy odhad (regrese z ruznych sikmosti)
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Urceni k v pripade libovolné SKEW,,,

« Dalsim cilem pak bylo rozsirit tyto vzorce I na pfipad
nenulove Sikmosti.

« Simulace ukazaly, ze pro pevné zvolenou sikmost
SKEW,,, zavisi vysledné hodnoty k opét na variaCnim
koeficientu Vg, a pocCtu smluv n.

* Problémem z hlediska vyuzitelnosti vzorce pro
k(n, Vep) v8ak byla skutednost, Ze maximalni hodnota
variacniho koeficientu u nenulové sikmosti neni rovna
jednée, pro zaporne sikmosti je mensi nez jedna, pro
kladné naopak vetsi.
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Urceni k v pripade libovolne SKEW,,,

* V predchozim pripade bylo uziteCné pracovat s
hypotetickymi soubory smluv se dvéma druhy PML
rozdélenych stejnym dilem mezi jednotlivé smlouvy.

 Podobné muzeme postupovat i v pfipadé nenulové
Sikmosti.
* Rozdeleni PML mezi jednotlivé smlouvy uz vsak

nebude pul na pul, je tfeba urcit odpovidajici podily
smiuv s PML; a s PML,.
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pro p_gc’iporp vzldélévéni

v pojistovnictvi

Urceni k v pripade libovolné SKEW,,,

* Protoze statistika sikmost nezavisi na hodnotach PML,

a PML,, polozme PML,=0, PML,=1.

* Hledejme pe(0,1) predstavujici podil smluv s PML,
takové, ze sikmost souboru bude rovna pozadovaneé
hodnoté SKEW,,,, .

* Dle definice Sikmosti plati:

(1 Y34 (1 ) ()3
SKEW pyyp = p-(1—p)°+(1—p)-(—p)
JP'(l—P}EJr(l—P}[—PJE

3-
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Urceni k v pripade libovolne SKEW,,,

 Redenim rovnice pro neznamou p (pomoci SW
Mathematica) ziskame funkci

4 + SKEWpy° — SKEWpyy, - J4 + SKEW py,*

SKEW py1) =
A 2 (4 + SKEWpy,)

« Je ziejmé, ze p(0) = 0,5.
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v pojistovnictvi

Urceni k v pripade libovolne SKEW,,,

« Variacni koeficient pro danou Sikmost je opét maximalni
v pfipadé, ze jedna skupina smluv ma nulovou PML,
resime tedy rovnici:

S _\[p-(l—p)? +(1-p) - (-p)° i-p

Vmﬂx(p) = MEAN pyy1 = D — T-

* Protoze V,,,,(0,5) = 1, hodnota maximalniho variacniho
koeficientu v pripade symetrickeho souboru PML je jen
specialnim pripadem vyse uvedeneho vztahu.
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Urceni k v pripade libovolné SKEW,,,

PEKEWR,,) 1 W e (FHKE Wiy )

[[1 1% 0o
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Urceni k v pripade libovolne SKEW,,,

« \VariacCni koeficient Vp,,; souboru PML u jednotlivych
smluv Ize transformovat na interval [0,1] pfedpisem

Vv
VT _ PML .
Vinax(0)
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Urceni k v pripade libovolne SKEW,,,

« | v tomto pfipadé s rostoucim variacnim koeficientem
roste hodnota koeficientu k.

e Maximalni hodnota k,,,,(n, p) tohoto koeficientu pro
danou Sikmost SKEW,,, a dany pocet smluv n nastane

Vv pripade, kdy
* (1-p)-nsmluvma nulovou PML a

* p-n smluv ma stejnou nenulovou PML (pro jednoduchost
jednotkovou, tzn. MEANpy; = p).
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Urceni k v pripade libovolne SKEW,,,

« V takovém pripadé plati

R(n, D, STDPML’ SKEWPML) — R(p "N, 1,0,0)

kmax(m,p) -p - £(n) = #(p - n)

F(p-n)
p-t(n)

iemax (Tl, p) —
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Urceni k v pripade libovolne SKEW,,,

* Formuli pro vypocet k tak muzeme zobecnit i na pfipad
nenuloveé sikmosti nasledovné

Iz(n, Vemr, SKEWpy) =1+ (iemax(n; p) — 1) ' VTb-

* b=1 modelujici "prohyb" funkce zavisi na pocCtu smluy,
variacnim koeficientu i na sikmosti (reprezentované
parametrem p).

. Cim bliZe je hodnota b k 1, tim rychleji se bliZi hodnoty
K ke k

max-
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Urceni k v pripade libovolne SKEW,,,

* Nejvice je patrna zavislost na parametru p, kdy pro p
blizici se k 0 se hodnoty b blizi k 1.

105

n=50, p=0,1 n=50, p=09
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Urceni k v pripade libovolne SKEW,,,

* V modelovém pfikladu byl zvolen zjednoduSeny pfistup
k modelovani parametru b.

* Pro konkrétni hodnoty p (0,01; 0,05; 0,1; 0,2; 0,5; 0,8 a
0,9) byla provedena séerie simulaci hodnot k pro nekolik
naradu V;.

* Ke kazdemu p bylo pfifazeno odpovidajici b, jako
prumérna hodnota ze vSech hodnot b pfi daném p.

* Hodnoty b, pak byly prolozeny regresi

b(p) =1+ a, -p®.
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Urceni k v pripade libovolné SKEW,,,

13 T T T T T T T T T
= b
regrese

1.8

17

16

1.5

14

1.3

12

1.1
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Uplatneni modelu

« Underwriter tedy pred upsanim nové smlouvy:
— zada novou hodnotu n (stavajici poCet smluv zvétsSi o 1),

— navysSi své celkové predepsané pojistné (je tedy zohlednéna i
jeho upisovaci minulost),

— navysi souhrn PML z jednotlivych smluv.

« Z funkci RAC a ROE pak vycCteme primo nové hodnoty
jim spotfrebovaneho kapitalu a ocekavanou hodnotu
ROE.
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Zavery plynouci z modelu

 Zvlastnosti funkce Q o5 plyne:

« vzhledem k celkovému pfedepsanému pojistnému je

nejvyhodnéjsi, jsou-li vSechny PML priblizné stejné vysoke.

« Narust RAC je nejmensSi v pfipadé, ze k nékolika velkym PML
se pfida par smluv s malym PML (zaporna Sikmost), dale
nasleduje pripad, kdy jsou PML relativhé symetricky rozptylené
(nulova Sikmost), nejhorsi je pak situace, kdy se ke spousté
smluv s malou PML pfida smlouva s velkym PML (kladna
Sikmost).

« Tento narust klesa s rostoucim poctem smiuv.
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Modelovy priklad

« Jsou zadany nasledujici parametry:
— vlastni kapital ... 250 mil
- naklady ... 25%
- rating ... 150%

« Kategorie rizikovosti upisovanych smluv:
* rozdéleni pravdépodobnosti realizace skod — Po(0,1)

* rozdéleni poméru Skod k PML — Beta(2,2) (,spiSe stfedni
Skoda®).
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Ej Nadacni fond

pro podporu vzdélavani

v pojistovnictvi
Modelovy priklad

« Underwriter upise 100 smluv, vSechny za pojistnou
sazbu 0,08, s nasledujicimi PML.:
a) vsechny smlouvy maiji stejné PML=19 mil KCc,
b) 10 smluv ma PML=10 mil K&, 90 smluv ma PML=20 mil K¢,
c) 50 smluv ma PML=10 mil K¢ a 50 smluv PML=28 mil K¢,
d) 80 smluv ma PML=10 mil K& a 20 smluv ma PML=55 mil K¢,

e) 90 smluv ma PML=10 mil K€ a 10 smluv ma PML=100 mil KC.
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Ej Nadacni fond

pro podporu vzdélavani

v pojistovnictvi
Modelovy priklad

* Ve vSech pripadech plati:
* MEANg,, je 19 mil K¢, tj. pojistné je 152 mil Kc,

« prumeérné pojistné plnéni je ve vSech pfipadech
95 mil K¢,

« ocCekavany skodni pomeér 62,5%,

« vzhledem k vysi alokovaného kapitalu Ize ocekavat
ROE 7,6%.
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Nadacni fond
pro podporu vzdélavani
v pojistovnictvi

Modelovy priklad

Pripad | STDpy, | SKEWpy | RAC k RAC/n | ROEgac
a) 0 0 115,6 1 1,16 16,43%
b) 3 -2,67 117,7 1,014 1,18 16,15%
c) 9 0 135,3 1,137 1,35 14,04%
d) 18 1,5 188,0 1,502 1,88 10,11%
e) 45 2,67 412,3 3,058 4,12 4,61%
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